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Santrauka. Trikampio egzistavimas, kai duoti trys jo elementai, kai kuriais atvejais yra sun-
kus uždavinys. Pavyzdžiui, Brokard‘o uždavinys apie trikampio egzistavimą [1], kai duotos
trys jo pusiaukampinės, turi ilgą istoriją [3] ir išspręstas tik 1994 metais [10]. Šiame dar-
be nagrinėjami atvejai, kai trikampį nusakantys elementai yra kraštinės, kampai, aukštinės,
pusiaukraštinės, pusiaukampinės, apibrėžto apie trikampį ir įbrėžto į trikampį apskritimų
spinduliai, perimetras. Iš viso egzistuoja 186 skirtingi trikampio egzistavimo, žinant tris jo
elementus, uždaviniai, iš kurių 116 atvejų yra gautos pakankamos egzistavimo sąlygos (kai
kuriems pakankamos ir būtinos egzistavimo sąlygos), o trikampis nubraižomas skriestuvu
ir liniuote. Likusių 70 uždavinių bendruoju atveju negalima nubrėžti skriestuvu ir liniuote.
Autoriai išvardija tuos 70 uždavinių ir nurodo, kuriems jų yra gautos būtinos ir pakankamos
egzistavimo sąlygos.

Raktiniai žodžiai: trikampis; trikampių sprendimas; leksikografinė tvarka; aukštinė; pusiaukraštinė;
pusiaukampinė; įbrėžto ir apibrėžto apskritimų spinduliai; perimetras
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1 Įvadas

Trikampis – paprastoji uždaroji laužtė, sudaryta iš trijų atkarpų (trikampio kraš-
tinių), jungiančių tris taškus (trikampio viršūnes), nesančius vienoje tiesėje. Bet
trikampis nėra toks paprastas geometrinis objektas, nes kai kurie trikampio egzista-
vimo uždaviniai buvo sprendžiami šimtmečiais. Pavyzdžiui, Brokard’o uždavinys –
trikampio egzistavimas, žinant tris jo vidaus kampų pusiaukampines [1], turi ilgą is-
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toriją, aprašytą [3] darbe. Daug trikampio egzistavimo, kai žinomi trys jo elementai,
uždavinių yra neišspręsti iki šiol (žr. 2 lentelę).

Terminas „trikampio sprendimas“ šiame darbe suprantamas kaip geometrinio už-
davinio – rasti trikampio elementus, kai duoti trys jo elementai – sprendimas [15].
Darbe naudojami įprasti trikampio elementų žymėjimai: trikampio viršūnes ir atitin-
kamų kampų didumai žymimi didžiosiomis raidėmis, prieš trikampio viršūnę esančios
kraštinės ilgis žymimas tokia pačia, tik mažąja raide.

Nagrinėsime 6 pagrindinius trikampio elementus: tris metrinius elementus – kraš-
tinių ilgius a, b, c ir 3 kampų didumus A,B,C. Klasikiniuose trikampio sprendimo
uždaviniuose duoti trys iš minėtų elementų, o reikia rasti likusius tris. Sprendžiant
klasikinius uždavinius, reikia rasti būtinas ir pakankamas trikampio su duotaisiais
elementais egzistavimo sąlygas. Pavyzdžiui, jei duoti trikampio kraštinių ilgiai a, b, c,
tai, kaip žinoma, trikampio egzistavimo būtina sąlyga nusakoma trikampio nelygybe
a + b > c, b + c > a, c + a > b. Jei teisingos šios sąlygos, trikampis nubraižomas
skriestuvu ir liniuote, taigi šios sąlygos yra ir pakankamos. Tuomet visi kiti svar-
biausieji trikampio elementai: 3 aukštinės ha, hb, hc, 3 pusiaukraštinės ma, mb, mc,
3 pusiaukampinės la, lb, lc, apibrėžto apie trikampį apskritimo ir įbrėžto į jį apskriti-
mo spinduliai R, r, perimetras 2p randami pagal formules, kurios trikampio kraštinių
a, b, c atžvilgiu yra arba racionalieji reiškiniai, arba reiškiniai su kvadratiniais radi-
kalais. Šios formulės yra gerai žinomos, jas galima rasti mokykliniuose vadovėliuose
arba kitoje moksleiviams skirtoje matematinėje literatūroje.

Šiame darbe nagrinėjami tokie trikampio elementai:

1. 3 kraštinės a, b, c;
2. 3 kampai A,B,C;
3. 3 aukštinės ha, hb, hc;
4. 3 pusiaukraštinės ma, mb, mc;
5. 3 pusiaukampinės la, lb, lc;
6. Apibrėžto ir įbrėžto apskritimų spinduliai R, r;
7. Perimetras 2p.

Kai kurie autoriai, pvz., [6] darbe dar papildomai nagrinėja pribrėžtinių apskritimų
spindulius ra, rb, rc, o taip pat trikampio plotą (pvz., [4, 5] darbuose).

2 Trikampio elementų leksikografinė seka

Tam tikros sutvarkytos abėcėlės žodžių aibės tiesinės tvarkos sąryšį vadinsime leksi-
kografine tvarka. Šio termino prasmė kildinama iš žodžių rikiavimo žodyne abėcėlės
tvarka. Sakykime, kad trikampio elementai [4, 5, 6]:

a, b, c, A,B,C, ha, hb, hc,ma,mb,mc, la, lb, lc, R, r, 2p, (1)

yra tam tikros sąlyginės abėcėlės raidės, kurios sutvarkytos nurodyta leksikografine
tvarka. Tuomet kraštinė a yra pirmoji abėcėlės raidė, kraštinė b – antroji raidė ir t. t.,
perimetras 2p – paskutinė abėcėlės raidė. Sudarykime žodžius iš trijų šios abėcėlės
raidžių (trijų trikampio elementų) ir kelkime klausimą, kokioms sąlygoms galiojant
egzistuoja trikampis, apibrėžiamas tais elementais. Tokia leksikografinė tvarka, pa-
siūlyta [4, 5] darbuose, nustato tam tikrą trikampio elementų hierarchiją, ir leidžia
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sutvarkyti visus trikampio elementų trejetus. Pavyzdžiui, pirmiausiai užrašomi treje-
tai, kuriuose yra bent viena kraštinė ir t. t.

Aštuoniolika (1) leksikografinės sekos narių leidžia suformuluoti C3
18 = 816 tri-

kampio egzistavimo pagal tris duotuosius elementus variantų.
Konkretus trikampio egzistavimo, žinant jo tris elementus iš (1) leksikografinės

sekos, uždavinys gali turėti arba vienintelį variantą, arba tris variantus, arba šešis
variantus. Pavyzdžiui, uždaviniai abc (trikampio apibrėžimas, pagal tris kraštines),
ABC (pagal tris kampais), hahbhc (pagal tris aukštines), mambmc (pagal tris pu-
siaukraštines), lalblc (pagal tris pusiaukampines) yra formuluojami vienareikšmiškai.
Trikampio egzistavimas pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų turi tris ekvivalenčias
formuluotes

(abC) ⇔ (bcA) ⇔ (caB),

o trikampio egzistavimas pagal dvi kraštines ir prieš vieną jų esantį kampą – šešias
lygiavertes formuluotes

(abA) ⇔ (abB) ⇔ (bcB) ⇔ (bcC) ⇔ (caC) ⇔ (caA).

Taigi nagrinėjame (1) leksikografinę seką, kurią vadiname abėcėle, ši seka nusta-
to 186 skirtingų trikampio egzistavimo pagal tris jo elementus uždavinių išdėstymo
tvarką. Šiuos uždavinius surašėme į dvi lenteles. Pirmojoje lentelėje pateikti tri-
kampiai, nubraižomi skriestuvu ir liniuote, o antrojoje – tie uždaviniai, kurie neiš-
sprendžiami skriestuvu ir liniuote. Toliau nagrinėdami kurį nors uždavinį, rašysime

1 pav: 4-2 (aAR).

jo numerį, po brūkšnelio nurodant lentelės numerį. Pa-
vyzdžiui, Brokard’o uždavinys žymimas 64-2.

Pažymėtina, kad ne visi trikampių sprendimo užda-
viniai turi vienintelį sprendinį. Uždavinius, turinčius ne
vieną skirtingą sprendinį, vadinsime neapibrėžtais užda-
viniais (Indeterminate). Pavyzdžiui, trikampio egzistavi-
mas pagal tris kampus yra neapibrėžtas uždavinys – 20-2
(ABC), nes, jei duotųjų kampų suma lygi 180◦, tai bet
kuris trikampis, panašus duotajam, taip pat yra uždavi-
nio sprendinys. Kitas neapibrėžto uždavinio pavyzdys yra
uždavinys 4-2 (aAR). Tikrai, judant taškui A apskritimu
(1 pav.) nuo taško B iki taško C, gauname be galo daug
skirtingų sprendinių.

3 Nubraižomų skriestuvu ir liniuote trikampių egzistavimas

Mokykliniame geometrijos kurse svarbią vietą užima trikampių braižymo skriestuvu
ir liniuote uždaviniai. 1 lentelėje išvardyta 116 uždavinių, kurie yra išsprendžiami
skriestuvu ir liniuote ir jiems nustatytos pakankamos egzistavimo sąlygos [4, 5, 6].

Šioje lentelėje ženklu Su (Sufficient) pažymėti tie uždaviniai, kuriems nustatytos
pakankamos egzistavimo sąlygos, o tie uždaviniai, kuriems yra rastos būtinos ir pa-
kankamos vienintelio sprendinio egzistavimo sąlygos, pažymėti SuNe (Sufficient and
Necessary).
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1 lentelė.

1. abc SuNe 30. ahahb SuNe 59. ABha SuNe 88. Ama2p Su

2. abA Su 31. ahama SuNe 60. ABhc SuNe 89. Ambmc Su

3. abC SuNe 32. ahamb SuNe 61. ABma SuNe 90. AmbR Su

4. abha Su 33. ahala Su 62. ABmc SuNe 91. AlaR Su

5. abhc Su 34. ahaR Su 63. ABla SuNe 92. Alar Su

6. abma SuNe 35. ahar Su 66. ABlc SuNe 93. Ala2p Su

7. abmc SuNe 36. aha2p Su 65. ABR SuNe 94. Albr Su

8. ablc Su 37. ahbhc Su 66. ABr SuNe 95. ARr Su

9. abR Su 38. ahbma Su 67. AB2p SuNe 96. AR2p Su

10. ab2p SuNe 39. ahbmb Su 68. Ahahb Su 97. Ar2p Su

11. aAB SuNe 40. ahbmc Su 69. Ahama Su 98. hahbhc SuNe

12. aAha Su 41. ahblb Su 70. Ahamb Su 99. hahbma Su

13. aAhb Su 42. ahblc Su 71. Ahala Su 100. hahbmc Su

14. aAma Su 43. ahbR Su 72. AhaR Su 101. hahblc Su

15. aAmb Su 44. ahbr Su 73. Ahar Su 102. hahbr Su

16. aAla Su 45. ahb2p Su 74. Aha2p Su 103. hamamb Su

17. aAr Su 46. amamb Su 75. Ahbhc Su 104. hamala Su

18. aA2p Su 47. amala Su 76. Ahbma Su 105. hamaR Su

19. aBC SuNe 48. amaR Su 77. Ahbmb Su 106. hamar Su

20. aBha SuNe 49. ama2p Su 78. Ahbmc Su 107. hambmc SuNe

21. aBhb Su 50. ambmc Su 79. Ahbla Su 108. halaR Su

22. aBma Su 51. ambR Su 80. Ahblb Su 109. halar Su

23. aBmb Su 52. amb2p Su 81 AhbR Su 110. hala2p Su

24. aBmc Su 53. alaR Su 82. Ahbr Su 111. haRr SuNe

25. aBlb Su 54. ala2p Su 83. Ahb2p Su 112. haR2p Su

26. aBlc Su 55. alb2p Su 88. Amamb Su 113. har2p Su

27. aBR Su 56. aRr Su 85. Amala Su 114. mambmc SuNe

28. aBr Su 57. aR2p Su 86. AmaR Su 115. malaR Su

29. aB2p Su 58. ar2p Su 87. Amar Su 116. lar2p Su
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2 pav: 9-1 abR.

Lentelėse ne visi uždaviniai yra apibrėžiami vienareikš-
miškai. Pavyzdžiui, uždavinys 9-1 abR (trikampį nusta-
to dvi kraštinės ir apibrėžto apskritimo spindulys) gali
neturėti sprendinių, gali turėti vieną sprendinį arba du
skirtingus sprendinius. 2 pav. parodytas atvejis, kai yra
du skirtingi sprendiniai – trikampiai ABC ir A1BC, čia
b1 = b.

Uždavinio 56-1 (aRr) (kai duota trikampio kraštinė,
apibrėžto ir įbrėžto apskritimų spinduliai) sprendinio vie-
natis priklauso nuo atstumo d =

√
R2 − 2rR tarp apibrėž-

to ir įbrėžto apskritimų centrų, esant būtinai egzistavimo
sąlygai R > 2r. Detaliau apie tai galima rasti [13] darbe.

1 lentelėje SuNe pažymėti trys gerai žinomi uždaviniai [16]: 1-1 (abc), 98-1 (hahbhc),
114-1 (mambmc). Taip pat sąlyga SuNe teisinga ir 111-1 (haRr) uždaviniui [13]. Įro-
dymus, kad 1 lentelėje uždaviniams 3-1, 6-1, 7-1, 10-1, 11-1, 19-1, 20-1, 30-1, 31-1,
32-1, 59-1 – 67-1, 107-1 yra teisingos SuNe, paliekame skaitytojui. Kitiems 1 lentelės
uždaviniams nežinoma, kada yra teisingos sąlygos SuNe.

4 Nenubraižomų skriestuvu ir liniuote trikampių egzistavimas

2 lentelėje išvardyta 70 uždavinių [4, 5, 6], kai žinant tris trikampio elementus, trikam-
pis nėra nubraižomas skriestuvu ir liniuote, taip pat lentelėje nurodyti ir neapibrėžti
uždaviniai. Tai, kad apibrėžtų uždavinių atveju trikampiai nenubraižomi skriestuvu ir
liniuote, įrodyta [9] darbe, nors [5] darbe rašoma, kad šiems uždaviniams buvo išnag-
rinėta neišsprendžiamumo skriestuvu ir liniuote problema, bet tai nebuvo paskelbta.

Neapibrėžti uždaviniai, kurie turi arba be galo daug sprendinių, arba nė vieno
sprendinio, pažymėti simboliu In (Indeterminate). Ženklu Un (Unknown) pažymė-
ti uždaviniai, kuriems kol kas nežinomos net ir pakankamos trikampio egzistavimo
sąlygos, arba neaišku, ar uždavinys apibrėžtas. Kaip ir 1 lentelėje simboliu SuNe
(Sufficient and Necessary) pažymėti uždaviniai, kuriems surastos būtinos ir pakanka-
mos vienintelio sprendinio egzistavimo sąlygos.

2 lentelėje simboliu SuNe pažymėta nedaug uždavinių: 15-2 (alalb) [13], 17-2
(alblc) [12], 29-2 (alblc) [2], 64-2 (lalblc) [10, 16], 68-2 (laR2p) [14], 70-2 (Rr2p) [14].
Kitiems 2 lentelės uždaviniams yra nežinoma, kada yra teisingos sąlygos SuNe.

Ko gero, sunkiausias uždavinys iš pažymėtų SuNe – tai 64-2 (lalblc) uždavinys. Jį
suformulavo prancūzų matematikas Brokard’as 1875 m., o tik 1994 m. buvo gautas
jo sprendimas [3, 7, 10, 11] taikant Brauerio teoremą apie nejudantį tašką. Vėliau
gautas įrodymas mokyklinės geometrijos metodais [16].

5 Stačiojo trikampio egzistavimas, kai duoti du jo elementai

Stačiojo trikampio brėžimas skriestuvu ir liniuote, kai žinomi du jo elementai, daž-
nai sprendžiamas paprasčiau, negu nestačiojo trikampio atveju. Bet kai trikampis
nenubraižomas skriestuvu ir liniuote, rasti jo egzistavimo ir vienaties būtinas ir pa-
kankamas sąlygas dažnai būna sunkus uždavinys. Neatsitiktinai geometrijoje dažnai
yra skiriami ir atskirai nagrinėjami smailiojo, stačiojo ir bukojo trikampio atvejai.
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2 lentelė.

1. abla Un 19. albr Un 37. hama2p Un 55. malar Un

2. abr Un 20. ABC In 38 hambla Un 56. mala2p Un

3. aAlb Un 21. Ahalb Un 39. hamblb Un 57. malblc Un

4. aAR In 22. Ahblc Un 40. hamblc Un 58. malbR Un

5. aBhc Un 23. Amalb Un 41. hambR Un 59. malbr Un

6. aBla Un 24. Ambla Un 42. hambr Un 60. malb2p Un

7. ahalb Un 25. Amblb Un 43. hamb2p Un 61. maRr Un

8. ahbla Un 26. Amblc Un 44. halalb Un 62. maR2p Un

9. amalb Un 27. Ambr Un 45. halblc Un 63. mar2p Un

10. amar Un 28. Amb2p Un 46. halbR Un 64. lalblc SuNe

11. ambla Un 29. Alalb Un 47. halbr Un 65. lalbR Un

12. amblb Un 30. Alblc Un 48. halb2p Un 66. lalbr Un

13. amblc Un 31. AlbR Un 49. mambla Un 67. lalb2p Un

14. ambr Un 32. Alb2p Un 50. mamblc Un 68. laRr SuNe

15. alalb SuNe 33. hahbla Un 51. mambR Un 69. laR2p Un

16. alar Un 34. hahbR Un 52. mambr Un 70. Rr2p SuNe

17. alblc SuNe 35. hahb2p Un 53. mamb2p Un

18. albR Un 36. hamalb Un 54. malalb Un

Ankstesniame darbe [8] autoriai rado būtinas ir pakankamas egzistavimo ir vie-
naties sąlygas statiesiems trikampiams šiais atvejais:

• (C = 90◦mala) – trikampis egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybė la >
ma. Be to, toks statusis trikampis nustatomas vienareikšmiškai ir bendruoju
atveju jo negalima nubrėžti skriestuvu ir liniuote;

• (C = 90◦mcla) – trikampis egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybė
2mc > la. Be to, toks statusis trikampis nustatomas vienareikšmiškai ir bend-
ruoju atveju jo negalima nubrėžti skriestuvu ir liniuote.

6 Uždaviniai tolesniems tyrinėjimams

Autorių nuomone, galimi tokie tolimesni tyrinėjimai, susiję su nagrinėjama tematika.

1. Išsiaiškinti, kuriems iš 1 lentelės 116 uždavinių, išsprendžiamų skriestuvu ir
liniuote:

(a) pakankamos sąlygos yra ir būtinos ir jos garantuoja sprendinio vienatį;
(b) pakankamos sąlygos yra ir būtinos, bet jos garantuoja dviejų, trijų ir dau-

giau sprendinių egzistavimą;
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(c) pakankamos sąlygos yra ir būtinos, bet dar reikalingas ir papildomų sąlygų
įvykdymas, garantuojantis sprendinio vienatį.

2. Surasti sąlygas sprendinio egzistavimui 2 lentelės uždaviniams, kuriems tos są-
lygos yra nesurastos.

3. Toliau tyrinėti stačiojo trikampio egzistavimo pagal du elementus uždavinius.
4. Išnagrinėti lygiašonių trikampių egzistavimo klausimus.

Kadangi šie uždaviniai yra dažniausiai sprendžiami elementariosios geometrijos
metodais, jie gali būti medžiaga tiek gabių mokinių papildomam darbui, tiek studentų
kursiniams ir diplominiams darbams.
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SUMMARY

The existence of a triangle when its three elements are known
E. Mazėtis, G. Melničenko
The problem of the existence of a triangle with respect to three given elements in some cases can
be very difficult. For example, Brokard’s problem about the existence of a triangle, given its three
bisectors [1], has a long history [3] and solved only in 1994 [10]. We include in the number of elements:
three sides, three angles, three heights, three medians, three bisectors, radii of the circumscribed and
inscribed circles, and perimeter. In total, there are 186 different problems of the existence of a
triangle with three given elements and for 116 problems are given sufficient conditions (for some
sufficient and necessary conditions of existence) when a triangle can be construct by a compass and
a ruler, and the remaining 70 problems when it is impossible to construct a triangle by a compass
and a ruler. The authors list these 70 problems and indicate for which of them the necessary and
sufficient conditions for the uniqueness of the existence of a triangle with three prescribed elements
have found.
Keywords: triangle; solution of triangles; lexicographic order; height; median; bisector; radii of the
circumscribed and inscribed circles; perimeter
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