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Santrauka. Trikampio egzistavimas, kai duoti trys jo elementai, kai kuriais atvejais yra sun-
kus uzdavinys. Pavyzdziui, Brokard‘o uzdavinys apie trikampio egzistavima [1], kai duotos
trys jo pusiaukampinés, turi ilga istorija [3] ir iSsprestas tik 1994 metais [10]. Siame dar-
be nagrinéjami atvejai, kai trikampj nusakantys elementai yra krastinés, kampai, aukstinés,
pusiaukrastinés, pusiaukampinés, apibrézto apie trikampj ir jbrézto i trikampj apskritimy
spinduliai, perimetras. IS viso egzistuoja 186 skirtingi trikampio egzistavimo, Zinant tris jo
elementus, uzdaviniai, i§ kuriy 116 atvejy yra gautos pakankamos egzistavimo salygos (kai
kuriems pakankamos ir butinos egzistavimo salygos), o trikampis nubraizomas skriestuvu
ir liniuote. Likusiy 70 uzdaviniy bendruoju atveju negalima nubrézti skriestuvu ir liniuote.
Autoriai iSvardija tuos 70 uzdaviniy ir nurodo, kuriems jy yra gautos butinos ir pakankamos
egzistavimo salygos.

Raktiniai Zodziai: trikampis; trikampiy sprendimas; leksikografiné tvarka; aukstiné; pusiaukrasting;
pusiaukampiné; jbrézto ir apibrézto apskritimy spinduliai; perimetras
AMS: 97G40

1 Ivadas

Trikampis — paprastoji uzdaroji lauzte, sudaryta is triju atkarpy (trikampio kras-
tiniy), jungianciy tris taskus (trikampio virStunes), nesandius vienoje tieséje. Bet
trikampis néra toks paprastas geometrinis objektas, nes kai kurie trikampio egzista-
vimo uzdaviniai buvo sprendziami simtmeciais. Pavyzdziui, Brokard’o uzdavinys —
trikampio egzistavimas, Zinant tris jo vidaus kampy pusiaukampines [1], turi ilga is-
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torija, aprasyta [3] darbe. Daug trikampio egzistavimo, kai Zinomi trys jo elementai,
uzdaviniy yra neiSspresti iki Siol (zr. 2 lentele).

Terminas ,trikampio sprendimas“ siame darbe suprantamas kaip geometrinio uz-
davinio — rasti trikampio elementus, kai duoti trys jo elementai — sprendimas [15].
Darbe naudojami jprasti trikampio elementy zyméjimai: trikampio virsunes ir atitin-
kamy kampy didumai zymimi didziosiomis raidémis, pries trikampio virSune esancios
krastinés ilgis zymimas tokia padia, tik mazaja raide.

Nagrinésime 6 pagrindinius trikampio elementus: tris metrinius elementus — kras-
tiniy ilgius a,b, ¢ ir 3 kampy didumus A, B, C. Klasikiniuose trikampio sprendimo
uzdaviniuose duoti trys iS minéty elementy, o reikia rasti likusius tris. Sprendziant
klasikinius uzdavinius, reikia rasti butinas ir pakankamas trikampio su duotaisiais
elementais egzistavimo salygas. Pavyzdziui, jei duoti trikampio krastiniy ilgiai a, b, c,
tai, kaip zinoma, trikampio egzistavimo butina salyga nusakoma trikampio nelygybe
a+b>c b+c>a,c+a>0b Jei teisingos Sios salygos, trikampis nubraizomas
skriestuvu ir liniuote, taigi Sios salygos yra ir pakankamos. Tuomet visi kiti svar-
biausieji trikampio elementai: 3 aukstinés hg, hy, he, 3 pusiaukrastinés m,, my, me,
3 pusiaukampinés l,, Iy, l., apibrézto apie trikampj apskritimo ir jbrézto i ji apskriti-
mo spinduliai R, 7, perimetras 2p randami pagal formules, kurios trikampio krastiniy
a, b, c atzvilgiu yra arba racionalieji reiskiniai, arba reiskiniai su kvadratiniais radi-
kalais. Sios formulés yra gerai zinomos, jas galima rasti mokykliniuose vadovéliuose
arba kitoje moksleiviams skirtoje matematinéje literaturoje.

Siame darbe nagrinéjami tokie trikampio elementai:

3 krastinés a, b, c;

3 kampai A, B, C}

3 aukstinés hg, hy, he;

3 pusiaukrastinés mg, myp, me;

3 pusiaukampinés I, Iy, l.;

Apibrézto ir jbrézto apskritimy spinduliai R, r;

N Ot W

Perimetras 2p.

Kai kurie autoriai, pvz., [6] darbe dar papildomai nagrinéja pribréztiniy apskritimy
spindulius 7, 74, T¢, 0 taip pat trikampio plota (pvz., [4, 5] darbuose).

2 Trikampio elementy leksikografiné seka

Tam tikros sutvarkytos abécélés zodziy aibés tiesinés tvarkos sarysj vadinsime leksi-
kografine tvarka. Sio termino prasmé kildinama i$ zodziy rikiavimo zodyne abécélés
tvarka. Sakykime, kad trikampio elementai [4, 5, 6]:

a, b707 A7B7 Cu hav hbv h07ma7mb7mc; laa lb7 lCa R7 T, 2p7 (1)

yra tam tikros salyginés abécélés raidés, kurios sutvarkytos nurodyta leksikografine
tvarka. Tuomet krastiné a yra pirmoji abécélés raidé, krastiné b — antroji raideé ir t. t.,
perimetras 2p — paskutiné abécélés raidé. Sudarykime zodzius is trijy sios abécélés
raidziy (triju trikampio elementy) ir kelkime klausima, kokioms salygoms galiojant
egzistuoja trikampis, apibréziamas tais elementais. Tokia leksikografiné tvarka, pa-
sitlyta [4, 5] darbuose, nustato tam tikra trikampio elementy hierarchija, ir leidzia
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sutvarkyti visus trikampio elementy trejetus. Pavyzdziui, pirmiausiai uzrasomi treje-
tai, kuriuose yra bent viena krastiné ir t.t.

Astuoniolika (1) leksikografinés sekos nariu leidzia suformuluoti C35 = 816 tri-
kampio egzistavimo pagal tris duotuosius elementus varianty.

Konkretus trikampio egzistavimo, Zinant jo tris elementus i§ (1) leksikografinés
sekos, uzdavinys gali turéti arba vienintelj varianta, arba tris variantus, arba Sesis
variantus. Pavyzdziui, uzdaviniai abe (trikampio apibrézimas, pagal tris krastines),
ABC (pagal tris kampais), hohphe (pagal tris auksStines), m,mpm. (pagal tris pu-
siaukrastines), l,lpl. (pagal tris pusiaukampines) yra formuluojami vienareikSmiskai.
Trikampio egzistavimas pagal dvi krastines ir kampa tarp jy turi tris ekvivalencias
formuluotes

(abC) & (bcA) < (caB),

o trikampio egzistavimas pagal dvi krastines ir pries viena jy esantj kampa — Sesias
lygiavertes formuluotes

(abA) & (abB) < (beB) © (beC) < (caC) < (caA).

Taigi nagrinéjame (1) leksikografine seka, kuria vadiname abécéle, §i seka nusta-
to 186 skirtingy trikampio egzistavimo pagal tris jo elementus uzdaviniy isdéstymo
tvarka. Siuos uzdavinius suraséme j dvi lenteles. Pirmojoje lenteléje pateikti tri-
kampiai, nubraizomi skriestuvu ir liniuote, o antrojoje — tie uzdaviniai, kurie neis-
sprendziami skriestuvu ir liniuote. Toliau nagrinédami kurj nors uzdavinj, rasysime
jo numerj, po bruksnelio nurodant lentelés numerj. Pa-
vyzdziui, Brokard’o uzdavinys zZymimas 64-2.

Pazymétina, kad ne visi trikampiy sprendimo uzda-
viniai turi vienintelj sprendinj. Uzdavinius, turincius ne
viena skirtinga sprendinj, vadinsime neapibréztais uzda-
viniais (Indeterminate). Pavyzdziui, trikampio egzistavi-
mas pagal tris kampus yra neapibréztas uzdavinys — 20-2
(ABC), nes, jei duotyjy kampu suma lygi 180°, tai bet
kuris trikampis, panasus duotajam, taip pat yra uzdavi-
nio sprendinys. Kitas neapibrézto uzdavinio pavyzdys yra
uzdavinys 4-2 (a¢AR). Tikrai, judant taskui A apskritimu
1 pav: 4-2 (aAR). (1 pav.) nuo tasko B iki tasko C, gauname be galo daug

skirtingy sprendiniy.

3 Nubraizomy skriestuvu ir liniuote trikampiy egzistavimas

Mokykliniame geometrijos kurse svarbig vieta uzima trikampiy braizymo skriestuvu
ir liniuote uzdaviniai. 1 lenteléje iSvardyta 116 uzdaviniy, kurie yra iSsprendziami
skriestuvu ir liniuote ir jiems nustatytos pakankamos egzistavimo salygos [4, 5, 6].

Sioje lenteléje Zenklu Su (Sufficient) pazyméti tie uzdaviniai, kuriems nustatytos
pakankamos egzistavimo salygos, o tie uzdaviniai, kuriems yra rastos butinos ir pa-
kankamos vienintelio sprendinio egzistavimo salygos, pazyméti SuNe (Sufficient and
Necessary).
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1 lentelé.
1. abce SuNe 30. ahghy SuNe 59. ABhg SulNe 88. Amg2p Su
2. abA Su 31. ahgmg SuNe 60. ABh, SulNe 89. Amymec Su
3. abC SuNe 32. ahqomp SuNe 61. ABm, SuNe 90. AmypR Su
4. abhg Su 33.  ahglg Su 62. ABm. SuNe 91. Al R Su
5. abh. Su 34. ahqR Su 63. ABl, SuNe 92. Algr Su
6. abmg, SulNe 35. ahgr Su 66. ABI. SuNe 93. Al,2p Su
7. abm. SuNe 36. ahg2p Su 65. ABR SuNe 94. Alr Su
8. abl. Su 37.  ahphc Su 66. ABr SuNe 95. ARr Su
9. abR Su 38. ahpmg Su 67. AB2p SuNe 96. AR2p Su
10.  ab2p SulNe 39. ahymy Su 68.  Ahghy Su 97. Ar2p Su
11. aAB SuNe 40. ahyme Su 69. Ahgmg Su 98.  hahphe SulNe
12. aAh, Su 41.  ahply Su 70. Ahgmy Su 99. hghpmg Su
13. aAhy Su 42.  ahple Su 71.  Ahglg Su 100. hghpme Su
14. aAmg Su 43. ahpR Su 72. AhgR Su 101.  hghple Su
15. aAm; Su 44.  ahpr Su 73.  Ahgr Su 102.  hghpr Su
16. aAl, Su 45.  ahp2p Su 74.  Ahg2p Su 103. hgmgemp  Su
17. aAr Su 46. amgmp Su 75.  Ahphc Su 104. hgmglg Su
18. aA2p Su 47, amglg Su 76.  Ahpmg Su 105. hqomgeR Su
19. aBC SuNe 48. amgR Su 77, Ahpmy Su 106. hgmgr Su
20. aBhg SulNe 49. amg2p Su 78.  Ahpme Su 107. hgmpme SulNe
21. aBhp Su 50. ampm. Su 79.  Ahplg Su 108.  hglaR Su
22. aBmg, Su 51. ampR Su 80. Ahyly Su 109. hgler Su
23. aBm; Su 52.  amp2p Su 81 AhyR Su 110.  hqgla2p Su
24. aBm. Su 53. algR Su 82. Ahyr Su 111. hqRr SulNe
25.  aBl Su 54. alg2p Su 83. Ahy2p Su 112.  hqR2p Su
26. aBl. Su 55.  alp2p Su 88. Amgmp Su 113.  hqr2p Su
27. aBR Su 56. aRr Su 85.  Amgly Su 114. mgmpm. SulNe
28. aBr Su 57. aR2p Su 86. AmgqR Su 115. mgylaR Su
29. aB2p Su 58. ar2p Su 87. Amgr Su 116.  lqr2p Su
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Lentelése ne visi uzdaviniai yra apibréziami vienareiks-
miskai. Pavyzdziui, uzdavinys 9-1 abR (trikampj nusta-
to dvi krastinés ir apibrézto apskritimo spindulys) gali
neturéti sprendiniy, gali turéti viena sprendinj arba du
skirtingus sprendinius. 2 pav. parodytas atvejis, kai yra
du skirtingi sprendiniai — trikampiai ABC' ir A; BC, ¢ia
by =0b.

Uzdavinio 56-1 (aRr) (kai duota trikampio krasting,
apibrézto ir jbrézto apskritimy spinduliai) sprendinio vie-
natis priklauso nuo atstumo d = v R? — 2r R tarp apibréz-
to ir jbrézto apskritimy centry, esant butinai egzistavimo
salygai R > 2r. Detaliau apie tai galima rasti [13] darbe.

1 lenteléje SuNe pazymeti trys gerai zinomi uzdaviniai [16]: 1-1 (abc), 98-1 (hghphe),
114-1 (mgmpm.). Taip pat salyga SulNe teisinga ir 111-1 (hq Rr) uzdaviniui [13]. Jro-
dymus, kad 1 lenteléje uzdaviniams 3-1, 6-1, 7-1, 10-1, 11-1, 19-1, 20-1, 30-1, 31-1,
32-1, 59-1 — 67-1, 107-1 yra teisingos SuNe, paliekame skaitytojui. Kitiems 1 lentelés
uzdaviniams nezinoma, kada yra teisingos salygos SuNe.

2 pav: 9-1 abR.

4 Nenubraizomuy skriestuvu ir liniuote trikampiy egzistavimas

2 lenteléje iSvardyta 70 uzdaviniy [4, 5, 6], kai Zinant tris trikampio elementus, trikam-
pis néra nubraizomas skriestuvu ir liniuote, taip pat lenteléje nurodyti ir neapibrézti
uzdaviniai. Tai, kad apibrézty uzdaviniy atveju trikampiai nenubraizomi skriestuvu ir
liniuote, jrodyta [9] darbe, nors [5] darbe rasoma, kad Siems uzdaviniams buvo i$nag-
rinéta neissprendziamumo skriestuvu ir liniuote problema, bet tai nebuvo paskelbta.

Neapibrézti uzdaviniai, kurie turi arba be galo daug sprendiniy, arba né vieno
sprendinio, pazyméti simboliu In (Indeterminate). Zenklu Un (Unknown) paZzymé-
ti uzdaviniai, kuriems kol kas nezinomos net ir pakankamos trikampio egzistavimo
salygos, arba neaisku, ar uzdavinys apibréztas. Kaip ir 1 lenteléje simboliu SuNe
(Sufficient and Necessary) pazymeti uzdaviniai, kuriems surastos butinos ir pakanka-
mos vienintelio sprendinio egzistavimo salygos.

2 lenteléje simboliu SuNe pazymeéta nedaug uzdaviniy: 15-2 (alglp) [13], 17-2
(alple) [12], 29-2 (alple) [2], 64-2 (Lalsle) [10, 16], 68-2 (I, R2p) [14], 70-2 (Rr2p) [14].
Kitiems 2 lentelés uzdaviniams yra nezinoma, kada yra teisingos salygos SuNe.

Ko gero, sunkiausias uzdavinys i$ pazymeéty SuNe — tai 64-2 (1,lpl.) uzdavinys. Ji
suformulavo prancizy matematikas Brokard’as 1875 m., o tik 1994 m. buvo gautas
jo sprendimas [3, 7, 10, 11] taikant Brauerio teorema apie nejudantj taska. Véliau
gautas jrodymas mokyklinés geometrijos metodais [16].

5 Staciojo trikampio egzistavimas, kai duoti du jo elementai

Staciojo trikampio brézimas skriestuvu ir liniuote, kai zinomi du jo elementai, daz-
nai sprendziamas paprasciau, negu nestaciojo trikampio atveju. Bet kai trikampis
nenubraizomas skriestuvu ir liniuote, rasti jo egzistavimo ir vienaties butinas ir pa-
kankamas salygas daznai buna sunkus uzdavinys. Neatsitiktinai geometrijoje daznai
yra skiriami ir atskirai nagrinéjami smailiojo, staciojo ir bukojo trikampio atvejai.
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2 lentelé.

1. abl, Un 19.  alpr Un 37. hgme2p Un 55, mgler Un

2. abr Un 20. ABC In 38 hampla Un 56. mglg2p Un
3. aAly Un 21.  Ahgly Un 39. homply Un 57. mglple Un
4. aAR In 22, Ahple Un 40. hgmyple Un 58. mgelpR Un

5. aBh. Un 23. Amgly Un 41. hgompR Un 59. mglpr Un
6. aBl, Un 24. Amplg Un 42,  hgmyr Un 60. mglp2p Un

7. ahgly Un 25.  Amyply Un 43. hegmp2p Un 61. mgRr Un
8. ahply Un 26. Amyple Un 44.  hglaly Un 62. mgR2p Un
9. amgly Un 27.  Amyr Un 45.  hglple Un 63. mger2p Un
10. amgr Un 28. Amp2p Un 46. hqlpR Un 64. lglple SulNe
11. ampley Un 29.  Algly Un 47.  hglpr Un 65. IR Un
12. amply Un 30.  Alple Un 48.  halp2p Un 66. lglpr Un
13. ample Un 31. AR Un 49. memple Un  67. lglp2p Un
14. ampr Un 32, AlLp2p Un 50. mgmple Un 68. [ Rr SulNe
15, algly SuNe 33. hghpla Un 51. mgmpR Un 69. [4R2p Un
16.  algr Un 34. hghpR Un 52. mgmpr Un 70. Rr2p SulNe
17.  alple SuNe 35. hghp2p Un 53. memp2p Un

18.  alpR Un 36. hamgly, Un 54, mglgly Un

Ankstesniame darbe [8] autoriai rado butinas ir pakankamas egzistavimo ir vie-
naties salygas statiesiems trikampiams Siais atvejais:

e (C =90°m,l,) — trikampis egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybe [, >
mg. Be to, toks statusis trikampis nustatomas vienareikSmiskai ir bendruoju

atveju jo negalima nubrézti skriestuvu ir liniuote;

e (C = 90°mn.l,) — trikampis egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybeé
2m. > l,. Be to, toks statusis trikampis nustatomas vienareiksmiskai ir bend-

ruoju atveju jo negalima nubrézti skriestuvu ir liniuote.

6 Uzdaviniai tolesniems tyrinéjimams

Autoriy nuomone, galimi tokie tolimesni tyrinéjimai, susije su nagrinéjama tematika.

1. Issiaiskinti, kuriems is 1 lentelés 116 uzdaviniy, iSsprendziamy skriestuvu ir

liniuote:

(a) pakankamos salygos yra ir butinos ir jos garantuoja sprendinio vienatj;

(b) pakankamos salygos yra ir butinos, bet jos garantuoja dviejy, triju ir dau-
giau sprendiniy egzistavima;
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(c) pakankamos salygos yra ir butinos, bet dar reikalingas ir papildomu salygu
ivykdymas, garantuojantis sprendinio vienat;.

2. Surasti salygas sprendinio egzistavimui 2 lentelés uzdaviniams, kuriems tos sa-

lygos yra nesurastos.

3. Toliau tyrinéti staciojo trikampio egzistavimo pagal du elementus uzdavinius.

4. ISnagrinéti lygiasoniy trikampiy egzistavimo klausimus.

Kadangi sie uzdaviniai yra dazniausiai sprendziami elementariosios geometrijos

metodais, jie gali buti medziaga tiek gabiy mokiniy papildomam darbui, tiek studenty
kursiniams ir diplominiams darbams.
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SUMMARY
The existence of a triangle when its three elements are known

E. Mazétis, G. Melnicenko

The problem of the existence of a triangle with respect to three given elements in some cases can
be very difficult. For example, Brokard’s problem about the existence of a triangle, given its three
bisectors [1], has a long history [3] and solved only in 1994 [10]. We include in the number of elements:
three sides, three angles, three heights, three medians, three bisectors, radii of the circumscribed and
inscribed circles, and perimeter. In total, there are 186 different problems of the existence of a
triangle with three given elements and for 116 problems are given sufficient conditions (for some
sufficient and necessary conditions of existence) when a triangle can be construct by a compass and
a ruler, and the remaining 70 problems when it is impossible to construct a triangle by a compass
and a ruler. The authors list these 70 problems and indicate for which of them the necessary and
sufficient conditions for the uniqueness of the existence of a triangle with three prescribed elements
have found.

Keywords: triangle; solution of triangles; lexicographic order; height; median; bisector; radii of the
circumscribed and inscribed circles; perimeter
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