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Santrauka. Straipsnyje mokytojai ir mokiniai supazindinami su pagrindine algebros teore-
ma realiesiems polinomams ir jos jrodymu. Atskirai nagrinéjami mazuyjy laipsniy polinomai.
Aiskinama, kaip sprendziamos treciojo ir ketvirtojo laipsnio lygtys, pasiulytas algoritmas
kubinéms lygtims spresti.

Raktiniai ZodZiai: realieji polinomai; pagrindiné algebros teorema; polinomy skaidymas; kartotinio

argumento sinusas ir kosinusas; kubinés lygtys; ketvirtojo laipsnio lygtys

Sio straipsnio tikslas — supazindinti mokytojus ir mokinius su pagrindine algebros
teorema (PAT). Ji buvo suformuluota dar XVII amZiuje, bet grieztai jrodyta tik XX
amziaus pradzioje. Realiyjy skaiciy srityje PAT skamba taip:

Teorema (PAT). Kiekvieng n-tosios eilés polinomg su realiaisiais koeficientais
f@) =caz" +cpaz" 4+’ +azt o (en #0) (1)

galima isskaidyti tiesiniais ir kvadratiniais realiaisiais polinomais.

Kadangi polinomo isskaidomumui neturi jtakos jo dalijimas i$ ¢y # 0, tai galima
laikyti, kad ¢, = 1. Taip pat galima laikyti, kad f(x) > 0 visiems x — kitaip jis turés
saknj «, ir polinoma galima padalyti i$ * — a. Kadangi dabar ¢y = f(0) > 0, tai
co galima laikyti teigiamu. Tada galime atlikti keitimg x = y,/co, ir padalij¢ iS cg
gausime teigiamajj polinoma

f@)=a"+cp12" 4 et ar+ 1, (2)

kurj dazniausiai neperspédami ir turésime galvoje. Beje, n ¢ia galima laikyti lyginiu —
nelyginio laipsnio polinomas jgyja tiek teigiamuy, tiek neigiamy reiksmiy.
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48 J.J. Macys

PAT jrodymas. Uztenka jrodyti, kad (2) polinomas dalijasi i§ kvadratinio trinario.
Tada padalije gausime n — 2 laipsnio polinoma. Jis vél dalysis i$ tam tikro kvadratinio
trinario. Kartodami Sia procedura, (2) polinomg iSskaidysime kvadratiniais trinariais.

Kadangi polinomas neturi sakny, tai ir trinaris jy negali turéti, taigi tas trinaris
teigiamas. Kiekviena teigiamajj trinarj galima uzrasyti kaip

(x —rcosp)? +risin®p, ¢ # k. (3)
Polinomas (2) dalijasi i$ (3) trinario, jei polinomas

flz+rcosy) = ch(l'-FTCOSLp)k
k=0

k k
= Z Ch (rk cos® o + m(1>rk1 cost o+ 22 (2) P 2cosh 2o+ - - ) (4)

k=0

n

dalijasi i$ dvinario 22 + 72 sin® ¢, o tam uztenka, kad i$ jo dalytysi lyginé ir nelyginé
(4) polinomo dalys. Lyginé (4) polinomo dalis

n

k k
Z Ck (rk cos® @+ x? (2) =2 cosh 2 ©+ x? <4> rF=4 cosF 4 o+ )

k=0

2

dalysis i$ to dvinario, jeigu 2 pakeite j —r?sin” ¢ gausime nulj:

n

k k\ &
Z Ck (rk cos” gp—?"z sin? © (2) rF=2 cosh 2 <p—|—r4 sin* © (4) rF=4 cosk =4 o= ) =0.

k=0

Panasiai (4) polinomo nelyginé dalis

s k k k :
T Z Ck ((1>rk_l cost~1 p+ z? (3) P73 cosh 3 Y+ z? (5) k=5 cosk =5 w+--- )
k=0
dalysis i8 to dvinario, jei 22 po sumos zenklu pakeite j —r2 sin? ¢ gausime nulj:
k k
Z Ck < (1) 1 cogF! Y — r? sin? © (3) r#73 cogh3 ©
44 (k> k=5 . k=5 >
+r*sin” ¢ 5 " %cos" P p—--- | =0.
Taigi (2) polinomas dalijasi is (3) trinario, jeigu

n
k k
Z Ck’l“k(COSk Y — (2> sin? <Pcos’“_2 Y+ <4> sin* @COSk_4 $p = ) =0, (5)
k=0

Z ckrk_l <(I;> cosk1 p— (g) sin® <,pcosk_3 ©+ (g) sin? (pcosk_5 o—-- ) =0.
k=0
(6)
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Dabar (5) formulés skliaustuose atpazjstame kartotinio argumento kosinusa:
cosk—'k—k'2 k—2 kY 4 k—4
@ = cos” ¢ 9 sin“ ¢ cos -+ 4 sin”~  cos ©—-.
Padaugine (6) salyga i$ 7 sin ¢ # 0, gauname ekvivalencia

k k k .
cpr® <<1> singcost 1ty — (3> sin® p cos® 3 o + (5> sin® pcosF P p— ... )7
0

ir skliaustuose atpazjstame kartotinio argumento sinusa:

k k k
sinkp = (1> sin g cost Ly — (3) sin® @ cos® 3 o + (5> sin® pcosF P — ... .

NE

™~
Il

(Kartotinio argumento formules nesunku jrodyti standartiniu matematinés indukeijos
metodu.) Tai reiskia, kad (2) polinomas dalijasi i§ (3) kvadratinio trinario, jei tik
ispildytos salygos:

U(r,p) = 1" cosng + ¢, 17" L cos(n — 1) + - - - 4 cor? cos 20 + c1rcosp + 1 = 0,
(7)

sin(n — 1) + -+ + car?sin 2 + ¢ sing = 0.

(8)

Vadinasi, PAT bus jrodyta, kai parodysime, kad visada egzistuoja r € (0,00) ir
© € [0, 27], tenkinantys (7) ir (8) salygas. Butent tai yra jrodymo sunkioji dalis.
Tarkime priesingai, kad visada

V(r, ) = r"sinng + ¢, 17"

U%(r, @)+ V2(r, @) #0.

Isitikinkime, kad $i prielaida veda prie priestaros, ir PAT bus jrodyta. Nagrinékime
funkcijas

X(r,0) =U(r, o) [NVUR(r,0) + V2(r,0), Y (rp) = V(r,0)/[VUR(r,9) + V2(r, ).
Vaizduokime taskus (X,Y) Dekarto koordinaciy sistemoje xOy. Kadangi
X2(r, o) +Y(r,9) =1,

tai visi tagkai (X,Y) yra vienetinio apskritimo 22 + y? = 1 tagkai.

Kai r pastovus, o ¢ kinta nuo 0 iki 27, tai taskas (X,Y") tolydziai juda vienetiniu
apskritimu. Intervalg [0, 27] galima taip padalyti i baigtinj skaic¢iy pointervaliy, kad
kiekviename i$ ju taskas (X,Y") judés pries laikrodzio rodykle (l.r.), arba pagal l.r.
(zr. 1 pastaba toliau). Kai taskas pointervalyje juda pries l.r., jo nueita kelia (lygu
atitinkamam vienetinio apskritimo lankui) laikykime teigiamu ir imkime su zenklu +.
Kai taskas juda pagal l.r., jo nueita kelia imkime su zenklu —.

Sudéje visus kelius, gauname suminj kelia S(r). Kadangi tasko kelias tolydus, pra-
sideda ir baigiasi tagke (1,0) (nes U(r,0) =1, V(r,0) = 0, \/U2(r,0) + V2(r,0) = 1,

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 63:47-53, 2022


https://doi.org/10.15388/LMR.2022.29899

50 J.J. Macys

o dél sin ir cos periodiskumo X (r,0) = X (r,27) =1, Y (r,0) = Y (r,27) = 0), tai su-
minis kelias gali jgyti tik reikSmes i$ aibeés {27k |k € Z}, t.y. teigiamus ir neigiamus
apskritimo ilgio kartotinius (Zr. 2 pastaba).

Kintant r nuo 0 iki +o0o, suminis kelias S(r) kinta tolygiai (7r. 3 pastaba).

Kair =0, tai U =1, V =0, ir kintant ¢ taskas (X,Y) nejuda, S(0) =0

Kair — 0, tai U — 1, V — 0, todél pakankamai maziems r taskas (X,Y) grizta i
pradine padétj (1,0), nepasiekes, pvz., tasko (—1,0) ir neapéjes viso apskritimo, taigi
pakankamai maziems r bus S(r) = 0.

Kai r — oo, tai kiekvienam ¢

lim X (r, ) = Gm(U(r, 0)//U2(r, ) + V2(r,¢))
hm(r" cosnp/+/(r cosng)? + (r" sin ne)?)
im(r" cos ngp/\/ﬁ) = CcoS N,
ImY (r,¢) = hm(r smmp/\/ﬁ) = sinnp.

Tai reiskia, kad pakankamai dideliems r taskas (X,Y") visa laika lydi taska (cosne,
sinnep), ir jo kelias S(r) kiek norint artimas to tasko keliui 2ns, vadinasi, lygus 2nr.

Kadangi suminis kelias S(r) tolydus, tai jis igyja tik vieng reiksme i$ {27k}. Bet
jau jsitikinome, kad jis gali jgyti ir reikSme 0, ir reikSme 27n (n — nagrinéjamojo po-
linomo laipsnis). Priestara. Vadinasi, prielaida

U(r,0) + V2 (r,0) #0

neteisinga, taigi egzistuoja r ir ¢ reikémiy pora, su kuria U(r, @) = 0 ir V(r,¢) = 0.
PAT jrodyta. O

1 pastaba. Paaiskinsime, kodél taskas (X,Y’) judédamas gali keisti kryptj tik baigti-
niame (apréztame) taskuy skaiciuje. Kiekviename ketvirtyje jis keicia kryptj kartu su Y’
zenklu. Bet Y yra trigonometrinis polinomas, cos k¢ galima pakeisti cos ¢ polinomu,
ir turésime n-tojo laipsnio cos ¢ polinoma, kuris turi ne daugiau kaip n sakny, o cos ¢
virsta nuliu tik dviejuose intervalo [0, 27] taskuose. Taigi tokiy krypties keitimo tasky
skaicius apréztas.

2 pastaba. Kodél suminis kelias lygus kuriai nors reikSmei i$ aibeés {2k7 |k € Z}? Su-
dalykime ¢ kitimo intervala [0, 27| | minétus monotoniskumo intervalus. Kol taskas
juda ta pacia kryptimi, kelias aiskus. Kai taskas kei¢ia judéjimo kryptj, monotonisku-
mo intervale vienos krypties kelig naikina atvirkscias kelias. Po to judéjimas tesiasi,
ir lieka tik vienos krypties keliai. Kadangi tas kelias tolydus, prasideda ir baigiasi
taske (1,0), tai ji sudaro 0, 1 ar keli apskritimai, ir jis lygus 27k, k € Z.

3 pastaba. Kad kelias S(r) tolydziai kinta r kintant nuo 0 iki 400, suvokti padeda
fizikiniai sumetimai. Beje, apsirikti tolydumo samprotavimuose labai nesunku, ir tai
pailiustruosime tokiu pavyzdziu.

Kai r > 0 fiksuotas, kreive (U(r, ),V (r,¢)), ¢ € [0,27], tolydi ir uzdara, nes
sinusas ir kosinusas periodiski.

Kai r pakankamai didelis, tai U2+ V? auksciausiosios eilés narys yra 2" cos? np+
2" sin® np = 12", todel U? + V2 kiekvienam ¢ didesnis uz 1. Vadinasi, tada kreive
(U, V) apgaubia vienetinj apskritima, taigi taskas (0,0) yra kreivés viduje. Kadangi

2n
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(7) laisvasis narys lygus 1, tai r pakankamai maziems U > %, visa kreive (U, V) yra

i deSine nuo asies Oy, taigi taskas (0,0) yra kreivés iSoréje. Todél r mazéjant nuo
begalybés iki nulio taskas (0,0) i§ vidinio kreivés tasko virsta iSoriniu, ir tam tikru
momentu atsiduria kreivéje.

Deja, 8is samprotavimas néra korektiskas. IS tikryju, imkime kreive, panasia j
Ltustigja“ raide €, jos ertméje patalpinkime taska (0,0) ir glauskime jos galus, kol
kreivé pasidarys panasi j ,pustuste“ Q. Taskas (0,0) buvo kreivés isoréje, tapo vidi-
niu, bet pacioje kreivéje jis taip ir neatsidure.

Panasios klaidos neiSvengta ir knygoje [1], nors $iaip Sis sustiprintos matematikos
vadovélis parasytas puikiai ir apima daugybe jdomiy temy, tinkamy fakultatyvams
mokykloje.

Neapseinama be tolydumo ir kituose PAT jrodymuose. Todél ypaé netikéta, kad
A. Novikas rado originaly buda, padedantj jrodyme isvengti tolydumo argumenty.
Pasirodo, grieztai jrodyti PAT galima nagrinéjant diskreciuosius dydzius. Irodymas
bus pateiktas rengiamame spaudai straipsnyje.

PAT Zemesniujy laipsniy polinomams. Kaip matéme, bendruoju atveju PAT jro-
dymas techniskai sunkus. Aptarsime, kaip teorema jrodoma maziesiems n.

Sestojo ir aukstesniy laipsniy atveju PAT jrodymas né kiek ne lengvesnis nei bend-
ruoju atveju.

Penktojo laipsnio polinomas visada turi Saknj « (tik ne visada mokame ja rasti),
todél dalydami jj i$ x —« gautume ketvirtojo laipsnio polinoma. Taigi viskas priklauso
nuo PAT ketvirtajam laipsniui.

Ketvirtojo laipsnio polinomg visada galima iSskaidyti j dviejy kvadratiniy polino-
my sandaugg — tam uztenka mokéti rasti bent viena kubinio polinomo Saknj. Kubinj
polinomgy iSskaidyti tikrai galima, nes jis visada turi Saknj. Vadinasi, trec¢iojo, ketvir-
tojo ir penktojo laipsnio polinomams PAT jrodyti nesunku.

Zinoma, PAT jrodo tik tiek, kad minétus polinomus isskaidyti galima. Bet visai
kitas klausimas, kaip tai padaryti. Yra jrodyta, kad konkreciai isskaidyti penktojo ir
aukstesniy laipsniy polinomus, apskritai Snekant, nejmanoma — tam néra ir buti negali
gatavy formuliy. O Stai treciojo ir ketvirtojo laipsnio polinomus isskaidyti jmanoma,
ir net mokykliskai.

Ketvirtojo laipsnio polinoma isskaidyti i du kvadratinius paprasta neapibrézty-
ju koeficienty metodu — tiesa, tam kartais prireiks rasti pagalbinés kubinés lygties
sprendinj.

Kaip visa tai atlickama, smulkiai iSdéstyta straipsnyje [2]. Cia tiktai pateiksime
algoritmg, kuriuo galima rasti kubinio polinomo Saknis (Zinoma, tam uZtenka rasti
bent vieng realiaja Saknj).

1 Zingsnis. Jeigu kubinés lygties (a # 0!)

ar® + bz’ +cx+d=0 9)

koficientai racionalus, tai nesunku rasti jos racionaliuosius sprendinius (jei tokiy yra).
Lygti dauginame i koeficienty vardikliy bendrojo maziausiojo kartotinio. Dabar (9)
lygties koeficientai sveiki. Dauginame lygtj i§ a2, ir kei¢iame ax = y.

Suprasting gauname pavidalo

3 +ar? +br+c=0 (10)
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lygti su sveikaisiais koeficientais. Jos racionalieji sprendiniai butinai sveiki, juos ran-
dame patikrine visus (teigiamus ir neigiamus) ¢ daliklius. Jeigu radome bent viena
(10) lygties sprendinj «, ja iSskaidome ir randame visus jos sprendinius, po to ir lygties
(9) sprendinius.

2 Zingsnis. Jeigu racionaliyju sprendiniy néra, tai dalijame (9) lygtj i$ a, ir gau-
name (10) pavidalo lygtj.

3 Zingsnis. Atliekame keitinj y = z — g, — iSnyksta nezinomojo kvadratas, ir
gauname lygtj

2® +pr+q=0. (11)
4 zZingsnis. Kei¢iame kintamuosius, x = y{’/g , gauname pavidalo
v +ky+2=0 (12)

lygti.
& Zingsnis. Jei k > —3, tai atliekame keitima y = ¢ — %:

EN\? k
t—— Elt——)+2=
(1-g) +#(t-g7) +2=0

3 2 3 k2
B—th+— — ——+kt——+2=0
+3t 271&3Jr 3t+ ’
t3—k—3+2—0
27¢3 o
k‘3
04 26° = —
+ 27’
kS
B1)’ = = 41,
(" +1)" =5+

Is ¢ia randame ¢, o tada y. Lygtis (12) iSspresta.
5 Zingsnis. Jei k < —3, tai (12) lygtyje atliekame keitima y = w/—% Cos ©:

4k ° [ 4k
<\/:> cos® ¢ + k cos ¢ —?4—2:0,

[ 27

4cos® p —3cosp = — 3

Bet cos3p = cos(2p + ¢) = cos2pcosp — sin2psing = (2cos?p — 1)cosp —
2sin? p cos p = 2cos® p — cos  — 2(1 — cos? @) cos p = 4 cos® p — 3 cos p, todél

[ 27
cos3p = — 13

Is ¢ia randame ¢, o tada visas tris skirtingas cos ¢ (taigi ir y) reikSmes. Lygtis (12)
iSspresta.
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SUMMARY
Fundamental theorem of algebra

J.J. Macys

The purpose of the article is to familiarize teachers and students with the fundamental theorem of
algebra for real polynomials and its proof. Polynomials of small degrees are considered separately.
It is showed how equations of the third and fourth degree can be solved. An algorithm for solving
cubic equations is proposed.

Keywords: real polynomials; fundamental theorem of algebra; decomposition of polynomials; sine
and cosine of multiple argument; cubic equations; equations of the fourth degree
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