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1. Nagrinėjama pirmosios eilės sistema su mažuoju teigiamu parametru ε

∂uj

∂t
+ λj

∂uj

∂x
= εfj (u), u = (u1, . . . ,un), (1)

ir periodinėmis pradinėmis s
↪
alygomis:

uj (0, x, ε) = u0j (x) ≡ u0j (x + 2π), j = 1,2, . . . ,n. (2)

Visos (1), (2) uždavinio funkcijos yra tolydžiai diferencijuojamos:

fj (u) ∈ Cp(Rn), u0j (x) ∈ C
p

2π
(R), j = 1,2, . . . ,n, p � 1. (3)

Indeksu 2π žymimas funkcij
↪

u periodas.
Darbuose [1], [2] buvo sukonstruotas tolygiai tinkamas srityje (t, x) ∈ [0,O(ε−1)]×

[0,2π] asimptotinis sprendinys

uj (t, x; ε) = v0j (τ,yj ) +
N∑

k=1

εk
(
vjk(τ,yj ) + wjk(τ,y)

) + O(εN+1). (4)

Čia τ = εt – lėtasis laikas, yj = x − λj t – greitieji charakteristiniai kintamieji, y =
(y1, . . . , yn), funkcijos vjk(τ,yj ) randamos iš suvidurkintosios sistemos

∂vjk

∂τ
= Mj

[
fjk(τ,y,vk)

]
, vk = (v1k, . . . , vnk), (5)

o funkcijas wjk(τ,y) ≡ w̃jk(τ, t, x) galima rasti tiesioginiu integravimu, sprendžiant
tokias lygtis

∂w̃jk

∂t
+ λj

∂w̃jk

∂x
= fjk − ∂vjk

∂τ
≡ gjk(τ, t, x), w̃jk(τ,0, x) = 0. (6)

Funkcijos fjk(τ,y,vk) randamos standartiniu būdu,
↪
istatant (4)

↪
i (1), (2) uždavin

↪
i ir

lyginant vienod ↪u ε laipsni ↪u koeficiantus (žr. [1], [2]). Vidurkinimo pagal (1) sistemos
j -t

↪
aj

↪
a charakteristik

↪
a (5) sistemos operatorius Mj apibrėžiamas taip:

Mj

[
f (τ, t, x)

] = lim
T →∞

1

T

∫ T

0
f (τ, s,yj + λjs)ds. (7)
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Funkcijos vjk(τ,yj ) yra 2π – periodinės pagal kintamuosius yi . Todėl funkcijos
gjk (6) lygtyse skleidžiamos Furjė eilutėmis:

gjk ∼
∑
l∈Zn

gjkl (τ )exp{ i < l,y >}, < l,y >= l1y1 + · · · + lnyn. (8)

↪
Istatome (8)

↪
i (6) lygtis ir integruojame:

wjk(τ,y) =
∑

l: δjl �=0

gjkl(τ )
exp{ i < l,y >} − exp{ i < l,yj >}

iδj l

. (9)

Čia < l,yj >= (l1 + · · · + ln)yj , wjk(τ,x − λ1t, . . . , x − λnt) ≡ w̃jk(τ, t, x),

δjl = l1(λj − λ1) + l2(λj − λ2) + · · · + ln(λj − λn). (10)

Darbe [1] reikalaujama, kad (1) sistemos koeficientai būt ↪u racionaliai bendramačiai:

λj − λp

λj − λq

= mjpq

njpq

, mjpq ∈ Z, njpq ∈ N. (11)

Kai bent viena iš (11) lygybi
↪

u negalioja (t.y. tarp skaiči
↪

u mjpq , njpq yra ira-
cionali

↪
uj

↪
u), (9) eilutės turi mažuosius vardiklius δjl . Darbe [2] buvo nagrinėjami alge-

briniai skaičiai mjpq , njpq (11) lygybėse. Tai leidžia
↪
ivertinti (10) dydži

↪
u mažėjimo

greit
↪
i:

δL
j ≡ min

‖l‖≡
√

l2
1+···+l2

n�L, δjl �=0

|δjl | � C

Ld
. (12)

Konstantos C, d nepriklauso nuo L, o skaičius d priklauso tik nuo algebrini
↪

u skaiči
↪

u
λj laipsni

↪
u. Jei (3) s

↪
alyg

↪
u parametras p pakankamai didelis (žr. [2]), (8) eiluči

↪
u koefi-

cientai gjkl mažėja (kai ‖l‖ → +∞) greičiau, negu (12) dydžiai ir (9) eilutės konver-
guoja. Tada visos (4) skleidinio funkcijos wjk yra aprėžtos.

Pastebėkime, kad (12) nelygybė galioja beveik visiems Lebego mato prasme skai-
čiams, kai d = n. Tačiau jei λj kurie nors konkretūs transcendentiniai skaičiai, papras-
tai nėra žinoma ar jiems galioja (12) pavidalo

↪
iverčiai. Darbuose [3,4] buvo pagr

↪
ista

(4)–(7) metodo modifikacija, kai koeficientai λj keičiami taip:

λj = λ0
j (ε) + ελ1

j (ε), (13)

o skaičiai λ0
j (ε) jau turi (12) savyb

↪
e.

2. Nors (13) koeficient
↪

u λj keitinys leidžia sukonstruoti tolygiai tinkam
↪

a srityje t ∼
O(ε−1) asimptotik

↪
a, nei praktiniai tokio keitinio konstravimo aspektai, nei skleidinio

asimptotinės savybės nebuvo ištirtos. Šiame darbe mes parodysime, kad ir netaikant
koeficient

↪
u (13) keitinio, (4) asimptotikos pirmasis artinys v0 yra tolygiai tinkamas

srityje (t, x) ∈ [0,
c0
ε
] × [0,2π] (konstanta c0 nepriklauso nuo ε). Tačiau (13) ketinys

leidžia pagerinti asimptotikos savybes ir esant fiksuotai mažuojo parametro ε reikšmei,
galima minimizuoti asimptotinio artinio paklaid

↪
a.
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Tarkime, kad (6) formulėmis apibrėžtos funkcijos gjk(τ,y) srityje (τ,y) ∈ [0, c0]×
[0,2π]n yra m kart

↪
u tolydžiai diferencijuojamos pagal kintamuosius yi . Tada (9) Furjė

eilutės koeficientams galioja
↪
ivertis

∣∣gjl(τ )
∣∣ � C

‖l‖m
. (14)

Pažymėkime

Gjl = max
(τ,y)∈[0,c0]×[0,2π]n

∣∣gjl(τ )
∣∣ ·

∣∣∣exp{ i < l,y >} − exp{ i < l,yj >}
iδj l

∣∣∣,

AL = max
j=1,...,n

∑
‖l‖�L: δjl �=0

Gjl. (15)

Funkcija AL: [0,+∞) → [0,+∞) yra nemažėjanti (kaip bet kuri neneigiam
↪

u dy-
dži

↪
u suma). Jei funkcija AL aprėžta, (9) eilutė konverguoja. Tai yra pakankama (4)

asimptotikos tolygaus tinkamumo srityje t ∼ O(ε−1) s
↪

alyga. Tok
↪
i atvej

↪
i turime (žr.

[2]), jei (14 ) ir (12)
↪
iverči ↪u parametrai m > d + 1.

Bendruoju atveju, kai nėra joki
↪

u apribojim
↪

u algebrinėms skaiči
↪

u λj savybėms,
funkcijos AL neaprėžtai didėja, kai L → +∞. Pažymėkime µL funkcij ↪u gj1(τ,y)

aproksimacijos [L]-tojo laipsnio trigonometriniu polinomu paklaid
↪

a. Turime µL =
o(1), kai L → +∞. Tada (6) lygči

↪
u sprendinius w̃j1 galima

↪
ivertinti taip:

∣∣w̃j1(τ, t, x)
∣∣

=
∣∣∣∣
∫ t

0

∑
l∈Z: δjl �=0

gj1l(τ )exp
{

i
( · · · + li(x − λj t + (λj − λi)s) + · · · )}ds

∣∣∣∣

�
∣∣∣
∫ t

0

∑
‖l‖�L: δjl �=0

(· · ·)ds

∣∣∣ +
∣∣∣
∫ t

0

∑
‖l‖>L

(· · ·)ds

∣∣∣ � AL + tµL. (16)

Pasirinkime dydžius L(ε) → +∞ (ε → 0) taip, kad būt ↪u

εAL(ε) = o(1), kai ε → 0. (17)

Iš (16), (17) reiškini
↪

u srityje (t, x) ∈ [
0, c0

ε

] × [0,2π] gauname iverčius

ε
∣∣w̃j1(εt, t, x)

∣∣ � εAL(ε) + εtµL(ε) = o(1), kai ε → 0, (18)

arba

ε‖w1‖ = max
{
O(εAL(ε)),O(µL(ε))

}
. (19)

Geriausi
↪

a
↪
ivert

↪
i gauname, kai (19) formulėje turime lygyb

↪
e

εAL(ε) = µL(ε). (20)
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Tarkime, kad galioja (12) ir (14) tipo
↪
iverčiai. Tada su tam tikrais teigiamais parame-

trais r ir s turime AL ∼ Lr , µL ∼ L−s . Iš (20) lygybės gauname, kad (19)
↪
ivert

↪
i galima

užrašyti taip:

ε‖w1‖ = O
(
ε

s
r+s

)
. (21)

Taigi atvejis r = 0 reiškia (9) eilutės konvergavim
↪
a ir buvo išnagrinėtas autoriaus

darbe [2]. Trupmenini
↪

u ε laipsni
↪

u atvejis r > 0 atsiranda, kad uždavinio funkcij
↪

u glo-
dumas nėra pakankamas mažuj

↪
u vardikli

↪
u nykimo greičiui kompensuoti. Pastebėkime,

kad darbuose [2-4] buvo reikalaujamas pakankamas funkcij
↪

u glodumas ir todėl atvejis
r > 0 ten irgi nenagrinėjamas. Taigi šiame darbe gautas naujas rezultatas (21), kuris
reiškia, kad nesant pakankamam funkcij

↪
u glodumui, (4) asimptotikos pirmasis artinys

turės paklaid
↪

a O(
√

ε), O( 3
√

ε), O(
3√
ε2), O(

5√
ε4) ir panašiai, jei sistemos koeficien-

tams λj galioja (12) reikalavimai. Jei koeficientams λj joki
↪

u apribojim
↪

u nėra, asimp-
totikos paklaidos

↪
ivertinimas yra tik o(1).

Taikant gautus rezultatus bei asimptotikos pagrindimo metodik
↪
a [5], galima

↪
irodyti

tok
↪
i teigin

↪
i.

TEOREMA. Tarkime, kad (1)–(3) uždavinio koeficientams λj galioja (12)
↪
ivertis.

Tada egzistuoja tokios nepriklausančios nuo mažojo parametro ε teigiamos konstantos
c0 , C, ε0, s ir neneigiama konstanta r , kad:

1) srityje (t, x) ∈ [0,
c0
ε
] × [0,2π] ≡ Dε , egzistuoja vienintelis (1)–(3) uždavinio

tikslusis sprendinys uj (t, x; ε) ∈ C
p
2π(Dε);

2) srityje (τ,yj ) ∈ [0, c0] × [0,2π] ≡ D0 egzistuoja vienintelis (5), (7) suvidurkin-
tosios sistemos sprendinys vj (τ,yj ) ∈ C

p
2π(D0);

3) ∀ε ∈ (0, ε0] ∣∣uj (t, x; ε) − vj (εt, x − λj t)
∣∣ < Cε

s
r+s . (22)

Konstantos r , s priklauso tik nuo (3) ir (12) s
↪

alyg
↪

u parametr
↪

u p, d . Kai p 
 d , turime
r = 0.

3. Gauti
↪
iverčiai galioja, kai (13) lygybėse λ0

j (ε) ≡ λj , t.y. sistemos koeficientai λj

nekeičiami. Tačiau (13) keitinys leidžia pagerinti asimptotikos savybes, t.y. sumažinti
asimptotinio artinio paklaid

↪
a, esant fiksuotai ε reikšmei. Pažymėkime rezonansini

↪
u

harmonik
↪

u aib
↪
e

Rj, ε = {
l ∈ Zn: ‖l‖ � L(ε), δjl �= 0, |δjl | � µL(ε)

}
.

Sunumeruokime rezonansinius vektorius rezonanso eilės (t.y. ‖l‖) didėjimo tvarka:

l(1), l(2), . . . ,‖l(i)‖ � ‖l(i+1)‖, l(i) ∈ Rj, ε.

Pažymėkime δ0
j l(ε) (10) formulėmis apibrėžtus dydžius, keičiant λj j

↪
u artiniais λ0

j (ε),
taikant (13) keitin

↪
i. Sudarome lygči

↪
u sistem

↪
a

δ0
j l(1) = 0, δ0

j l(2) = 0, δ0
j l(3) = 0, . . . . (23)
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Taigi (13) keitinys turi būti konstruojamas taip, kad paversti mažuosius vardiklius
tiksliais nulias su kuo žemesni

↪
u eili

↪
u rezonansiniais vektoriaias. Praktikoje tai reiškia,

kad reikia ieškoti koeficient ↪u racionali ↪uj ↪u artini ↪u λj = pj

qj
, qj = O( 1√

ε
), sprendžiant

kuo daugiau (23) sistemos lygči
↪

u. Tai nėra paprastas uždavinys, tačiau principinė jo
sprendimo schema yra aiški. Pastebėkime, kad šiuos artininius galima konstruoti ne-
sprendžiant suvidurkintosios sistemos (5), (7). Šios schemos realizacija turėt

↪
u vis

↪
a

eil
↪
e

↪
idomi ↪u teorijos taikym ↪u hiperbolini ↪u bang ↪u rezonansinės s ↪aveikos modeliuose

(žr. [6]).
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1. A. Štaras, Asymptotic integration of weakly nonlinear partial differential equations, Sov. Math., Dokl.,
18(1977), 1462–1466 (1978); translation from Dokl. Akad. Nauk SSSR, 237, 525–528 (1977).
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SUMMARY

A. Krylovas. Substantiation of asymptotical solution of weakly nonlinear hyperbolic system

A hyperbolic system of first order partial differential equations with small parameter and periodical initial
conditions is obtained. The uniformly valid in a long time interval asymptotical solution can be constructed
using the averaging along characteristics of the system. The asymptotical estimation of the approximation
is made in the paper. Some aspects of practical realization of the method are discussed in the work too.

Keywords: perturbation methods, averaging, resonances, hyperbolic systems.


