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Rymano–Hilberto kraštinis uždavinys: rasti reali
↪

asias funkcijas u(x,y), v(x,y),
srityje S ⊂ R

2 tenkinančias Koši–Rymano sistem
↪

a

ux − vy = 0, uy + vx = 0 (1)

ir kraštines s
↪
alygas

(αu + βv)|∂S = f, α2 + β2 �= 0, (2)

kur α(x,y), β(x,y), f (x,y) – duotosios srities krašte ∂S funkcijos, yra vienas iš
fundamentali

↪
uj

↪
u kompleksini

↪
u funkcij

↪
u teorijos uždavini

↪
u.

Nagrinėti
↪
ivairūs šio uždavinio apibendrinimai, pavyzdžiui, (žr. [1], [2]): rasti ana-

lizin
↪
e kompleksinėje srityje S funkcij

↪
a f (z) = u(x,y)+ iv(x,y), tenkinanči

↪
a kraštin

↪
e

s
↪

alyg
↪

a

Re
{
λ(ζ )f (ζ )

} = ϕ(ζ ), ζ ∈ ∂S,

kur λ(ζ ), ϕ(ζ ) – kompleksinės duotosios ∂S funkcijos. Šitoki
↪

u kraštini
↪

u uždavini
↪

u
daugiamačiai analogai erdvėse C

n nagrinėti [3], [4].
Nagrinėsime daugiamačius Koši–Rymano sistem

↪
u analogus ir Rymano–Hilberto

tipo kraštin
↪
i uždavin

↪
i tokioms sistemoms.

Koši–Rymano sistem
↪

a galima užrašyti šitokiu pavidalu:(
E

∂

∂x
+ M

∂

∂y

)(
u

v

)
= 0,

kur E =
(

1 0
0 1

)
, M =

(
0 1

−1 0

)
. Pastebėkime, kad M2 = −E. Ši sistema ekvivalenti

matricinei lygčiai

DU = O, (3)

kur O – dvimatė kvadratinė nulinė matrica, D = E ∂
∂x

+ M ∂
∂y

, U = Eu(x,y) +
Mv(x,y).

Pažymėkime z = Ex + My, tada U(z) = Eu(x,y) + Mv(x,y) yra kompleksinio
kintamojo z funkcija, E ir M – realusis ir menamasis vienetai. Jungtin

↪
i kompleksin

↪
i
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skaiči
↪

u žymėkime z = Ex−My, o jungtin
↪
i diferencialin

↪
i operatori

↪
u D = E ∂

∂x
−M ∂

∂y
.

Tada DD = DD = � – Laplaso operatorius.
Pažymėkime

D =
(

D D∗

−D
∗

D

)
, (4)

kur

D∗ = E
∂

∂z
+ M

∂

∂w
, D∗ = E

∂

∂z
− M

∂

∂w
.

Elipsin
↪
i diferencialin

↪
i operatori

↪
u D galima užrašyti tokiu pavidalu:

D = E
∂

∂x
+ M1

∂

∂y
+ M2

∂

∂z
+ M3

∂

∂w
,

kur E – 4 × 4 vienetinė matrica,

M1 =



0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 , M2 =




0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0


 ,

M3 =



0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0


 .

Matricos M1,M2,M3 tenkina lygybes

MiMj + MjMi = 2δijE, (5)

M1M2 = M3, M1M3 = −M2, M2M3 = M1, (6)

kur δij – Kronekerio simbolis. Sistema

D(uE + v1M1 + v2M2 + v3M3) = O (7)

ekvivalenti Koši–Rymano sistemai (3), kai v = v1, v2 ≡ v3 ≡ 0. Dėka (5) ir (6) ly-
gybi

↪
u matric

↪
u rinkinys {E,M1,M2,M3} gali būti traktuojamos kaip matricinis kvater-

nion
↪

u bazės pavidalas. Nepriklausomus kintamuosius x,y,z,w pakeitus kvaternioni-
niu kintamuoju

Z = xE + yM1 + zM2 + wM3,

(7) lygtis sutampa su Fueter s
↪

alygomis, ji gali būti tiriama kvaternionini
↪

u funkcij
↪

u
teorijos metodais, žr., pavyzdžiui, [5]. Kai u,v1, v2, v3 yra kompleksinės funkcijos, ši
sistema yra ekvivalenti Maksvelo homogeninėms lygtims, žr. [6].

1 pastaba. (7) lygtis ekvivalenti lygči
↪

u sistemai

DU = 0,
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kur U = (u,−v1,−v2,−v3)
T , 0 - keturmatis nulinis vektorius.

Dėka (5) savybi
↪

u matricos E,M1,M2,M3 yra tiesiškai nepriklausomos, todėl šis
teiginys seka iš lygybės(

E
∂

∂x
+ M1

∂

∂y
+ M2

∂

∂z
+ M3

∂

∂w

)
(uE + v1M1 + v2M2 + v3M3)

= V0E + V1M1 + V2M2 + V3M3,

kur

D(u,−v1,−v2,−v3)
T = (V0,−V1,−V2,−V3)

T .

(7) lygties sprendiniai yra reguliarios kvaternioninės funkcijos, žr. [5]. Jos yra
harmoninės, nes DD = DD = �, kur � – Laplaso operatorius pagal kintamuosius
x,y,z,w, o

D = E
∂

∂x
− M1

∂

∂y
− M2

∂

∂z
− M3

∂

∂w
.

Kintamasis Z, užrašytas matricos forma, yra keturmatė Viljamsono tipo Adamaro ma-
trica. Lygtis (

E
∂

∂x
+

n−1∑
k=1

Mk
∂

∂yk

)(
Eu +

n−1∑
k=1

Mkvk

)
= O, (8)

ekvivalenti (7) lygčiai, kai n = 8, vk ≡ 0, k = 4, ...,7, o {E, Mk, k = 1, ...,7} yra
dešiniojo oktonion

↪
u matricinio pavidalo bazė (žr. [7]). Tokiu atveju Ex +∑7

k=1 Mkyk

yra aštuonmatė Viljamsono tipo Adamaro matrica.
Nagrinėkime (8) lygt

↪
i, kai m×m matricos Mk, k = 1, ...,n−1 tenkina (5) savybes,

o E yra to paties matavimo vienetinė matrica. Pastovi
↪

u reali
↪

uj
↪

u m × m matric
↪

u Mk ,
tenkinanči ↪u (5) savybes, maksimalus skaičius lygus

ρ = 8b + 2c − 1,

kur m = (2a + 1)24b+c, žr. [8]. Pažymėkime

Z = xE +
n−1∑
k=1

Mkyk, Z = xE −
n−1∑
k=1

Mkyk, {Z} = Z,

Re (Z) = x, Im(Z) =
n−1∑
k=1

Mkyk,

kur x,yk ∈ R, k = 1, ...,n − 1, ir

U = uE +
n−1∑
k=1

Mkvk, U = uE −
n−1∑
k=1

Mkvk,
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D = E
∂

∂x
+

n−1∑
k=1

Mk

∂

∂yk

, D = E
∂

∂x
−

n−1∑
k=1

Mk

∂

∂yk

.

Tegu S ⊂ Z – bet kokia žvaigždės pavidalo sritis: ∀Z ∈ S, ∀s ∈ [0,1) ⇒ sZ ∈ S.

Ieškokime turinčio tolydžias antr ↪asias išvestines srityje S (8) lygties sprendinio U ,
tenkinančio kraštin

↪
e s

↪
alyg

↪
a

ReU |∂S = �(Z), (9)

kur �(Z): ∂S → R – duotoji funkcija. Kai m = n = 2, M1 = M ir (2) s
↪

alygoje
α ≡ 1, β ≡ 0, šis uždavinys sutampa su Rymano–Hilberto uždaviniu Koši–Rymano
sistemai (1), (2). (8) lygties sprendin

↪
i galima sukonstruoti panašiai kaip keturmačiu

atveju.

TEOREMA. Jei u(Z): Z → R yra bet kuri harmoninė srityje S funkcija, turin-
ti tolydžias antr

↪
asias išvestines, (8) lygtis turi sprendin

↪
i U(Z), tenkinant

↪
i s

↪
alyg

↪
a

Re U(Z) = u(Z).

↪
Irodymas. Funkcija

U(Z) = Eu(Z) + Im
∫ 1

0
sn−2(Du)(sZ)Z ds, (10)

kur

Du(Z) = E
∂u

∂x
(Z) −

n−1∑
k=1

Mk
∂u

∂yk

(Z),

tenkina (8) lygt
↪
i srityje S. Iš ties ↪u,

Re
∫ 1

0
sn−2(Du)(sZ)Z ds

= Re
∫ 1

0
sn−2

(
E

∂u

∂x
(sZ) −

n−1∑
k=1

Mk

∂u

∂yk

(sZ)

)(
Ex +

n−1∑
k=1

Mkyk

)
ds

= Re
∫ 1

0
sn−2E

(
x
∂u

∂x
(sZ) +

n−1∑
k=1

yk

∂u

∂yk

(sZ)

)
ds

=
∫ 1

0
sn−2 du

ds
(sZ)ds = u(Z) − (n − 2)

∫ 1

0
sn−1u(sZ)ds.

Todėl

U(Z) =
∫ 1

0
sn−2(Du)(sZ)Z ds + (n − 2)E

∫ 1

0
sn−1u(sZ)ds.
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Kadangi u ir Du turi tolydžias pirm
↪
asias dalines išvestines srityje S, galime diferen-

cijuoti pointegralines funkcijas, todėl

DU(Z) =
∫ 1

0
sn−2D

(
Du(sZ)

)
Z ds +

∫ 1

0
sn−2

(
(Du)(sZ) + (Du)(sZ)

n−1∑
k=1

Mk
2
)

ds

+ (n − 2)

∫ 1

0
sn−2(Du)(sZ)ds.

Matric
↪

u Mk savybės šioje lygybėje yra esminės. Kadangi u(Z) – harmoninė srityje S

funkcija, turime:

D
(
(Du)(sZ)

) = Es(�u)(sZ) = O.

Iš šios ir iš žemiau parašytos lygybės

(Du)(sZ) + (Du)(sZ)

n−1∑
k=1

Mk
2 = −(n − 2)(Du)(sZ)

gauname:

DU(Z) = O.

Teorema
↪
irodyta.

Išvada. Kraštinis uždavinys (8), (9) žvaigždės pavidalo srityje S turi sprendin
↪
i, jei

skaliarinis Dirichle uždavinys Laplaso lygčiai n kintam
↪

uj
↪

u x,y1, ..., yn−1 atžvilgiu turi
sprendin

↪
i srityje S su tais pačiais kraštiniais duomenimis.

2 pastaba. Teoremos
↪
irodyme nurodytu pavidalu galime konstruoti (8) lygties

sprendinius. Kadangi, kai n > 2, net ne bet kurios tiesinės funkcijos tenkina (8) lygt
↪
i,

ši jos sprendinio išraiška tampa naudinga.

3 pastaba. Jei U(Z) – (8) lygties sprendinys, tai funkcija Ũ (Z) = U(Z) +
DU∗(Y ), kur

Y =
n−1∑
k=1

Mkyk, �∗U∗(Y ) = O,

o �∗ – Laplaso operatorius pagal kintamuosius y1, ..., yn−1 taip pat tenkina (8) lygt
↪
i.
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SUMMARY

E. Paliokas. Riemann–Hilbert boundary value problem for multidimensional elliptic systems of
equations

Multidimensional analoguesof Cauchy–Riemannequations and of Riemann–Hilbertboundary value prob-
lem are studied. Their relation to the scalar boundary value problem is demonstrated.

Keywords: elliptic systems, boundary value problems, Riemann–Hilbert problem.


