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Rymano—Hilberto krastinis uzdavinys: rasti realiasias funkcijas u(x, y), v(x,y),
srityje S C R? tenkinanias Ko§i-Rymano sistema

uy —vy =0, wuy+v,=0 (1)
ir krastines salygas

(au+pBo)las = f, o>+ p*#£0, 2)

kur a(x,y), B(x,y), f(x,y) — duotosios srities kraSte 05 funkcijos, yra vienas i$
fundamentaliyju kompleksiniy funkciju teorijos uzdaviniy.

Nagrinéti ivairis Sio uZdavinio apibendrinimai, pavyzdziui, (zr. [1], [2]): rasti ana-
lizing kompleksinéje srityje S funkcija f(z) = u(x, y) +iv(x, y), tenkinancia krasting
salyga

Re [L(O)f ()} =), ¢eds,

kur A(¢), ¢(¢) — kompleksinés duotosios 9§ funkcijos. Sitokiy krastiniy uzdaviniy
daugiamaciai analogai erdvése C" nagrinéti [3], [4].

Nagrinésime daugiamacius KoSi—Rymano sistemuy analogus ir Rymano-Hilberto
tipo krastini uzdavini tokioms sistemomes.

Kosi—-Rymano sistema galima uzraSyti Sitokiu pavidalu:

9 I (u
(E— +M—> =0,
ax ay/ \V

kur £ = ( (1) (1)>, M = (_(1) (1)> Pastebékime, kad M% = —E. Si sistema ekvivalenti

matricinei lygciai
DU =0, 3)

kur O - dvimaté kvadratiné nuliné matrica, D = E % +ML, U=Eu (x,y) +

ay”’
Mvu(x,y).
Pazymékime z = Ex + My, tada U(z) = Eu(x,y) + Mv(x,y) yra kompleksinio
kintamojo z funkcija, E ir M — realusis ir menamasis vienetai. Jungtini kompleksini
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skai¢iu Zymekime 7 = Ex — My, o jungtini diferencialini operatoriy D = E % -M 3%.
Tada DD = DD = A — Laplaso operatorius.

Pazymékime
D D D* @
~\-D" D)’
kur
N 0 0 — 0 0
D"=FE—+M—, D*=E— —M—.
0z ow 0z ow
Elipsini diferencialini operatoriuy D galima uZrasyti tokiu pavidalu:
D—E8+M a+M a+M 9
T ax 3y 2oz ow’
kur E — 4 x 4 vienetiné matrica,
0100 0 010
—100 0 0 0 01
Mi={oo00-1] M={_1000]
0010 0 —-100
00 01
0 0-10
Mi=1 010 o0
—-10 0 O
Matricos M, M,, M5 tenkina lygybes
M;M;+ M;M; =25 E, 5
MMy =M;3, MiM3;=-M,, MyM;= M), (6)
kur 6;; — Kronekerio simbolis. Sistema
DWE + viM| + voMy 4+ v3sM3) =0 @)

ekvivalenti KoSi—Rymano sistemai (3), kai v = vy, vy = v3 =0. Déka (5) ir (6) ly-
gybiu matricy rinkinys {E, M, M,, M3} gali biiti traktuojamos kaip matricinis kvater-
niony bazés pavidalas. Nepriklausomus kintamuosius x, y, z, w pakeitus kvaternioni-
niu kintamuoju

Z=xE+yM|+ My + wMs,

(7) lygtis sutampa su Fueter salygomis, ji gali bati tiriama kvaternioniniu funkciju
teorijos metodais, Zr., pavyzdZiui, [5]. Kai u, vy, vy, v3 yra kompleksinés funkcijos, §i
sistema yra ekvivalenti Maksvelo homogeninéms lygtims, zr. [6].

1 pastaba. (7) lygtis ekvivalenti lygciu sistemai

DU =0,
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kur U= (4, —vj, —v2, —v3)T, 0 - keturmatis nulinis vektorius.

Déka (5) savybiu matricos E, M|, M,, M3 yra tiesiSkai nepriklausomos, todél Sis
teiginys seka i lygybes

9 9 9
(Ea M1+ Mo —l—Mg—)(uE T 0 My + va My + v3M3)
=WE+ VM + VoM, 4 VaM3,

kur
D(u, —vy, —vy, —v3)" = (Vo, = V1, = Vs, = V3)T.

(7) lygties sprendiniai yra reguliarios kvaternioninés funkcijos, zr. [5]. Jos yra
harmoninés, nes DD = DD = A, kur A — Laplaso operatorius pagal kintamuosius
X,y,Z,w,0

— d 0 0 0
D=E— -M——M— — M3—.
ax ay 9z ow
Kintamasis Z, uzraSytas matricos forma, yra keturmaté Viljamsono tipo Adamaro ma-
trica. Lygtis

P n—1 P n—1
E—+ Miy— |\ Eu + Miv, | =0, 8
) o ) -
k=1 k=1

ekvivalenti (7) lygciai, kain =8, vy =0, k=4,...,7, o {E, My, k=1,...,7} yra
desiniojo oktoniony matricinio pavidalo bazé (zr. [7]). Tokiu atveju Ex + ZIZ:l My yi
yra astuonmaté Viljamsono tipo Adamaro matrica.

Nagrinékime (8) lygti, kai m x m matricos My, k =1, ...,n — 1 tenkina (5) savybes,
o E yra to paties matavimo vienetiné matrica. Pastoviu realiuju m x m matricu My,
tenkinanciy (5) savybes, maksimalus skaiCius lygus

p=8b+2°—1,
kur m = (2a + 1)2*+¢, 7r. [8]. Pazymékime

n—1 n—1
Z:xE+ZMkyk, 7=xE—ZMkyk, {Z} =17,
k=1 k=1
n—1
Re(Z2)=x, Im(Z)=) My,
k=1

kurx,yweR, k=1,...,n—1,ir

n—1

n
U:uE—I—ZMkvk, U:uE—ZMkvk,
k=1 =
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-1

< 9

D=E—+ Y M,—, _E—— M
ox ,;‘ oy Z kayk

Tegu S C Z - bet kokia ZvaigZdés pavidalo sritis: VZ € S, Vs € [0,1) = sZ € S.
Ieskokime turincio tolydZias antrasias iSvestines srityje S (8) lygties sprendinio U,
tenkinancio krasting salyga

ReUlys = ®(2), (©)]

kur ®(Z): 8S — R - duotoji funkcija. Kai m =n =2, M| = M ir (2) salygoje
a =1, =0, Sis uzdavinys sutampa su Rymano-Hilberto uzdaviniu KoSi—-Rymano
sistemai (1), (2). (8) lygties sprendini galima sukonstruoti panasiai kaip keturmaciu
atveju.

TEOREMA. Jei u(Z): Z — R yra bet kuri harmoniné srityje S funkcija, turin-
ti tolydzias antrgsias isvestines, (8) lygtis turi sprendini U(Z), tenkinanti salyga
ReU(Z) =u(Z).

[rodymas. Funkcija

1
U(Z)=Eu(Z) + Im/ s""2(Du)(sZ)Z ds, (10)
0

kur
-1
— ou . ou
Du(Z)y=E—((Z)— ) My—(2),
WZ)=E—(Z) =} Koy 2
k=1
tenkina (8) lygti srityje S. IS tiesu,

1
Re / s"2(Du)(sZ)Z ds
0

1 n—1
Ju u
=R "2E—G2)=y Mi—G2) ) E M, d
[ s ( 507~ L Mg >)( S kyk) ;

k=1
1 ou G
:Re/ s"2E x—(sZ)+Zyk—(sZ) ds
0 ox =1 8yk

1 du 1
:/ "2 (sZ)ds = u(Z) — (n —2)/ s" u(sZ)ds.
0 ds 0

Todél

1 1
U(Z):/ s"Z(Bu)(sZ)stJr(n—z)E/ s" u(sZ)ds.
0 0
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Kadangi u ir Du turi tolydZias pirmasias dalines i§vestines srityje S, galime diferen-
cijuoti pointegralines funkcijas, todél

1 1 n—1
DU(Z):/ s"zD(Eu(sZ))st—l—/ s"2((5u)(s2)+(5u)(sz)ZMk2> ds
0 0 k=1

1
+(n—-2) / s""2(Du)(s Z) ds.
0

Matricuy My savybés Sioje lygybéje yra esminés. Kadangi u(Z) — harmoniné srityje S
funkcija, turime:

D((Du)(sZ)) = Es(Au)(sZ) = O.

IS Sios ir iS Zemiau parasytos lygybés

n—1
(Du)(sZ) + (Du)(sZ) ZMk2 =—(n—2)(Du)(sZ)
k=1
gauname:
DU(Z)=0.

Teorema irodyta.

ISvada. Krastinis uzdavinys (8), (9) Zvaigzdés pavidalo srityje S turi sprendini, jei
skaliarinis Dirichle uzdavinys Laplaso lygc¢iai n kintamuju x, yy, ..., y,—1 atZvilgiu turi
sprendinj srityje S su tais paciais kraStiniais duomenimis.

2 pastaba. Teoremos irodyme nurodytu pavidalu galime konstruoti (8) lygties
sprendinius. Kadangi, kai n > 2, net ne bet kurios tiesinés funkcijos tenkina (8) lygti,
§i jos sprendinio iSraiSka tampa naudinga.

__ 3 pastaba. Jei U(Z) - (8) lygties sprendinys, tai funkcija UZ) =UZ) +
DU*(Y), kur

n—1
Y=> M. A*U*Y)=0,
k=1

0o A* — Laplaso operatorius pagal kintamuosius yy, ..., y,—1 taip pat tenkina (8) lygti.
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SUMMARY

E. Paliokas. Riemann—Hilbert boundary value problem for multidimensional elliptic systems of
equations

Multidimensional analogues of Cauchy—Riemann equations and of Riemann—Hilbertboundary value prob-
lem are studied. Their relation to the scalar boundary value problem is demonstrated.
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