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n-matės afininės erdvės neholonomini ↪u kompleks ↪u
diferencialinė geometrija
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Reziumė. Šiame darbe nagrinėjama n-matės afininės erdvės An neholonomini ↪u kompleks ↪u NGr(1, n,

2n − 4) diferencialinė geometrija.

Raktiniai žodžiai: afininė erdvė, tiesi ↪u kompleksas, neholonominis kompleksas.

Tarkime kad (
−→
A , −→ei ) yra judamasis reperis afininėje erdvėje An. Tada šio reperio

infinitezimaliojo judesio diferencialinės lygtys yra tokios (i, j, . . . = 1, . . . ,n):

d
−→
A = ωi−→ei , d−→ei = ω

j
i
−→ej .

Tarkime, kad Gr(1,n) – erdvės An Grasmano daugdara. Nagrinėsime glod
↪

u (2n −
4)-mat

↪
i Grasmano daugdaros Gr(1,n) podaugdar

↪
i Gr(1,n,2n − 4). Jis vadina-

mas afininės erdvės An(2n − 4)-mačiu tiesi
↪

u kompleksu. Tarkime, kad l-daugdaros
Gr(1,n) sudaromasis elementas. Judam

↪
aj

↪
i reper

↪
i {−→A ,−→ei } parinksime taip, kad l =

(A,−→e1 ). Kompleks
↪

a Gr(1,n,2n − 4) apibrėšime diferencialinėmis lygtimis{
λ

(1)
J ωJ + µ

(1)
J ωJ

1 = 0,

λ
(2)
J ωJ + µ

(2)
J ωJ

1 = 0,
(1)

čia I,J, . . . = 2,3, . . . ,n. Visos tiesės, einančios per tašk
↪
a

−→
M(t) = −→

A + t−→e1

ir priklausančios kompleksui Gr(1,n,2n − 4), sudaro (n − 2)-mat
↪
i kūg

↪
i �n−2(t). Šio

(n − 2)-mačio kūgio (n − 2)-matė liečiaqmoji plokštuma TM(t)(�n−2(t)) taške
−→
M(t)

išilgai sudaromosios l yra aprašoma lygtimis{
(µ

(1)
J − tλ(1)J xJ ) = 0,

µ
(2)
J − tλ

(2)
J = 0.

(2)

Kad būt
↪

u paprasčiau, ši
↪

a (n − 2)-mat
↪
e plokštum

↪
a žymėsime �n−2(t) ir vadinsime

asocijuota taškui
−→
M(t). Atitikt

↪
i

K(l):
−→
M(t) ↔ �n−2(t) (3)
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vadinsime komplekso Gr(1,n,2n − 4) pagrindine atitiktimi. Afininės erdvės An ne-
holonominiu kompleksu NGr(1,n,2n − 4) vadinsime Grasmano daugdar

↪
a Gr(1,n)

su joje apibrėžtu (3) atitikči
↪

u lauku.
Nagrinėsime matric

↪
a

� =


λ

(1)
2 µ

(1)
2 λ

(2)
2 µ

(2)
2

λ
(1)
3 µ

(1)
3 λ

(2)
3 µ

(2)
3

. . . . . . . . . . . .

λ
(1)
n µ

(1)
n λ

(2)
n µ

(2)
n

 .

Aišku, kad matricos � rangas rg� tenkina nelygyb
↪
e

2 � rg� � 4.

1 atvejis. rg� = 4.
Šiuo atveju atitinkam ↪a (1) kompleks ↪a žymėsime (4)Gr(1,n,2n − 4). Nagrinėjamu

atveju iš (2) lygči ↪u išplaukia lygtys (p,q, ... = 1,2)

�n−4: λ
(p)
J xJ = 0, µ

(p)
J xJ = 0,

apibrėžiančios (n − 4)-mat
↪
e plokštum ↪a �n−4. Visos (n − 2)-matės plokštumos

�n−2(t) gaubia antrosios eilės hiperkūg
↪
i Kn−1, apibrėžiam ↪a lygtimi

Kn−1: λIJxJxJ = 0;
čia

λIJ = λ
(1)
I µ

(2)
J − λ

(2)
I µ

(1)
J .

Komplekso (4)Gr(1,n,2n − 4) diferencialines lygtis galima užrašyti taip:{
ω2

1 = aωn−1 + bωn,

ω3
1 = cωn−1 + eωn.

(4)

Aptariamu atveju

�n−2(t):

{
x2 + t (a · xn−1 + b · xn) = 0,

x3 + t (c · xn−1 + e · xn) = 0.

Kn−1: x2(cxn−1 + exn) − x3(axn−1 + bxn) = 0;

�n−4:
{

x2 = 0, x3 = 0, axn−1 + bxn = 0,

cxn−1 + exn = 0.

Jei nagrinėsime fiksacij
↪

a

a = −1, b = 0, c = 0, e = −1,

komplekso (4)Gr(1,n,2n − 4) lygtys atrodys taip:{
ω2

1 + ωn−1 = 0,

ω3
1 + ωn = 0;
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be to,

�n−2(t):
{

x2 − txn−1 = 0,

x3 − txn = 0;
Kn−1: x2xn − x3xn−1 = 0;
�n−4: x3 = 0, x4 = 0, xn−1 = 0, xn = 0.

Matome, kad hiperkūgio Kn−1 viršūnė yra (n − 4)-matė plokštuma

�n−4 = (M,−→e1 ,−→e4 , . . . ,−−→en−2).

Hiperkūgis Kn−1 turi dvi šeimas sudarom
↪

uj
↪

u:

L
(1)
n−2(n): x2 − ux3 = 0, xn−1 + uxn = 0;

L
(2)
n−2(v): x2 − vxn−1 = 0, x3 + vxn = 0.

Afininės erdvės An neholonominiu kompleksu (4)NGr(1,n,2n − 4) vadinsime Gras-
mano daugdar

↪
a Gr(1,n) su joje apibrėžtu atitikči

↪
u lauku

K(l):
−→
M(t) = −→

A + t−→e1 ↔ �n−2(t):
{

x2 − txn−1 = 0,

x3 − txn = 0.

2 atvejis. rg� = 3.
Šiuo atveju atitinkam

↪
a (1) kompleks

↪
a žymėsime (3)Gr(1,n,2n − 4). Jo diferencia-

lines lygtis galima užrašyti taip:

ω2
1 = aω3 + bω4,ω3

1 = cω3 + eω4. (5)

Tokio komplekso pagrindinė atitiktis atrodo taip:

K(l):
−→
M(t) = −→

A + t−→e1 ↔ �n−2(t): x2+ t (ax3+bx4) = 0, (1+c · t)x3)+ t ·ex4 = 0.

Matome, kad n − 2-matės plokštumos �n−2(t) gaubia antrosios eilės hiperkūg
↪
i

Kn−1: c · x2x3 + e · x2x4 − bx3x4 − a · (x3)2 = 0.

(n − 2)-mači
↪

u plokštum
↪

u �n−2(t) pluošto ašimi yra (n − 3)-matė plokšuma

�n−3: x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0.

Bendruoju atveju komplekso (3)Gr(1,n,2n− 4) diferencialines lygtis galima užrašyti
taip: {

ω2
1 + ω3 = 0,

ω3
1 + ω4 = 0.

Šiuo atveju

�n−2(t):
{

x2 − tx3 = 0,

x3 − tx4 = 0;
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Kn−1: x2x4 − (x3)2 = 0.

Neholonominiu kompleksu (3)NGr(1,n,2n − 4) vadinsime Grasmano daugdar
↪
a

Gr(1,n) su joje apibrėžtu atitikči
↪

u lauku

K(l):
−→
M(t) = −→

A + t−→e1 ↔ �n−2(t):

{
x2 − tx3 = 0,

x3 − tx4 = 0.

Dvi (n − 2)-matės plokštumos �(t1) ir �(t2), asocijuotos taškams
−→
M(t1) = −→

A + t1
−→e1 ir

−→
M(t2) = −→

A + t2
−→e1 ,

apibrėžia hiperplokštum
↪
a

�3(t1, t2): x2 − (t1 + t2)x
3 + t1t2x

4 = 0.

Vadinasi, atitktis K(l) indukuoja kit
↪

a atitikt
↪
i

K̃(l):
−→
M(t1) = −→

A + t−→e1 ↔ �n−1(t): x2 − 2tx3 + t2x4 = 0.

Hiperkūgio Kn−1 stacionarumo s
↪
alygos

θ1111 ≡ ω2
4 = 0;

4θ1112 ≡ ω2
3 − 2ω3

4 = 0,

6θ1122 ≡ ω2
2 − 2ω3

3 + ω4
4 = 0,

4θ1222 ≡ ω4
3 − 2ω3

2 = 0,

θ2222 ≡ ω4
2 = 0;

�1 ≡ ω2
1 + ω3 = 0, −�2 ≡ ω3

1 + ω4 = 0;
ϕ111 ≡ ω2 = 0, 3ϕ112 ≡ ω1

1 − ω3 = 0;
3ϕ122 ≡ ω4 − 2ω3

4 = 0, ϕ222 ≡ ω4
1 − ω3 = 0;

θa11 ≡ ω2
a = 0, θa12 ≡ −ω3

a = 0,

θa22 ≡ ω4
a = 0, (a,b, . . . = 5, . . . ,n)

sudaro pilnai integruojam ↪a diferencialini ↪u lygči ↪u sistem ↪a. Pažymėkime

4θ11 = 4ω1 − ω2
3 − 2ω3

4,

4θ12 = 2ω1
1 − ω2

2 + 2ω4
4,

4θ22 = 2ω3
2 + ω4

3.

Dabar neholonominio komplekso (3)NGr(1,n,2n − 4) diferencialines lygtis galima
užrašyti taip (p1,p2, . . . = 1,2)

θp1p2 = λp1p2Iω
I + µp1p2Iω

I
1 + λp1p2aω

a + µp1p2aωa
1,
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θp1...p4 = λp1 ...p4Iω
I + µp1...p4Iω

I
1 + λp1...p4aω

a + µp1...p4aω
a
1 ,

θp1p2a = λp1p2aIω
I + µp1p2aIω

I
1 + λp1p2abaω

b + µp1p2abω
b
1.

Pirmasis fundamentalusis diferencialinis-geometrinis objektas

H(1)(3NGr(1,n,2n − 4)) = {λ11p2I , . . . ,µp1p2ab}
algebriškai panašus

↪
i tok

↪
i diferencialin

↪
i-geometrin

↪
i objekt

↪
a:

{Bp1...p7 ,Bp1 ...p5 ,Bp1p2p3,Bp,

Cp1 ...p5 ,Cp1p2p3 ,Bap1...p5 ,

Bap1p2p3 ,Ap1...p5,Aap1p2p3 , Ãp,

C̃ap1p2p3 ,Cp,Aap1p2p3,Aap,

Eap1...p5,Eap1p2p3 ,Eap,

Cap1p2p3 ,Cap,Eaap1p2p3 ,Eabp }.
Šio objekto komponentės apibrėžia visas geometrines neholonominio komplekso

(3)NGr(1,n,2n − 4) savybes.

3 atvejis. rg� = 2.
Šiuo atveju atitinkam

↪
a (1) kompleks

↪
a žymėsime (2)Gr(1,n,2n − 4). Nagrinėjamu

atveju kompleks
↪
a (2)Gr(1,n,2n− 4) galima apibrėžti tokiomis diferencialinėmis lyg-

timis:

1)ω2
1 = 0, ω3

1 + ω3 = 0; (6)

arba

2)ω2
1 + ω3 = 0, ω3

1 = 0; (7)

arba

3)ω2
1 = 0, ω3

1 = 0. (8)

Matome, kad tašk
↪

a
−→
M(t) atitinka (n − 2)-matė plokštuma

�n−2:
{

x2 = 0,

x3 = 0.

Mes
↪
irodėme toki

↪
a teorem

↪
a.

TEOREMA. Egzistuoja trys neholonomini
↪

u kompleks
↪

u NGr(1,n,2n−4) tipai. J
↪

u
diferencialinės lygtys, parinkus judam

↪
aj

↪
i reper

↪
i, yra (4), (5), arba (6)–(8) pavidalo

atitinkamai.
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Šiame darbe detaliai nagrinėjami minėti 3 atvejai, pateikiamos atitinkamos geomet-
rinės interpretacijos, kuri

↪
u pagalba randami

↪
ivairūs algrebriniai paviršiai.

SUMMARY

K. Navickis. Differential geometry of nonholonomic complexes NGr(1, n, 2n − 4) in n-dimensional
affine space

In this article the differential geometry of the nonholonomic complex NGr(1, n, 2n − 4) in the n-
dimensional affine space is studied. The classification of such complexes and geometric interpretations
are given.

Keywords: affine space, complex, nonholonomic complex.


