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Atsakymas 1 $i klausima yra ispestas i du pirmyju straipsnio pavadinimo Zodziy
persipynima. Pradékime nuo ZodZio paprastesnis, arba, dar paprasCiau, nuo Zodzio
paprastas ir paklauskime, negi tikrai galima jmanoma paprastai iSspresti nepaprasta
arba neprasta uzdavini, ir kas tai apskritai yra?

UZzdavinys laikytinas nepaprastu ar neprastu, jeigu jo sprendime yra kazkas
naudingo, jame Zybteli kazkas netikéto, jo salyga sunkiau suvokiama, jo sprendimas
painesnis arba reikalauja daug darbo — pavyzdziu galéty bati uzduotis suzinoti, ar
1 000 000 001 skaitmeni turintis skaiCius, kur tarp dvieju kraStiniy vienety iterpta
be vieno iStisas milijardas nuliy, yra pirminis skaiCius, ar néra? Beje, paminétas uz-
davinys kiek panaSus i viena i$ tu uzdaviniy, uZ kuriy sprendima internete sitilomas
milijonas doleriy: raskite pirmini skaiciu, turinti 100 milijony skaitmeny.

Pasiziairéekime i viena toki uzdavini, i kurj vos pazvelgus rodosi biisia daug darbo,
rasta slovéniskuose uzdaviniy rinkiniuose (plg. [1], 5 uzdavinys, 7 psl.):

Simboliu v(X) paZymeékime visy (baigtinés) skaiciy aibés elementy, sumq (pavyz-
dziui, v({4, 8,9}) =21).

Raskite visy skaiciy v(X) suma, jeigu X yra kiekvienas galimas aibés {1,2,3, ...,
42} poaibis.

Sutarkime visy aibés {1, 2, ..., A} poaibiy S sumu v(S) suma Zyméti simboliu
P{A}. Tada P{S}=v(1) +v(2) +v(3) +v(1,2) +v(,3) +v(2,3) +v(1,2,3) =
1+2434+14+2+14+342434+1+2+3=4(14+2+43)=24.

Siuo atveju visas menas biity sugebéti ,,labai tvarkingai* suskai¢iuoti ta visai ne-
menka suma. Tokiais atvejais patartina pazitréti, kaip biity, jeigu mes ta visu sveikuju
skaiCiu nuo 1 iki 42 ryZtingai sumaZintume iki visai nedideliy poaibiu {1,2,...,a},
kur a yra daug maZesnis uz 42. Pradékime nuo paties maZziausio a = 1, Suprantama,
kad P{1} =1, o P{2} =6, ir primename, kad jau esame suskaiCiave, kad P{3} = 24.
Paméginkime dabar suskaiciuoti P {4} jau ne tiesioginiu sumavimu, o samprotaudami
taip: i suma P {4} bet kuris aibés {1, 2, 3, 4} elementas, sakysime, 1 jeina tiek karty,
kiek yra tokiy aibes {1, 2, 3, 4} poaibiy, kuriems priklauso 1. Kadangi keturelementé
aibe turi 2x2 x 2 x 2 = 16 skirtingy poaibiy, o lygiai pusei i$ ju priklauso elementas 1,
tai 1 1 suma P {4} turi biiti iskaitomas 8 kartus, kaip ir kiti aibés {1, 2, 3, 4} elementai
2,3ir 4.
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Vadinasi, sumy suma P {4} yra lygi
(1+2+3+4)x8=10x 8=80.

Labai ,.tvarkingas® P {4} suskaiCiavimas leidZia mums i$ karto suskaiCiuoti ne tik
P{42}, bet ir 1§ karto P{n}. Kickvienas aibés {1, 2, 3, ...,n} aibés a clementas,
sakysime, k, i suma P{n} iskaitomas tiek kartu, kiek yra tos aibés poaibiy, kuriems
jis priklauso. Kadangi n-elementé aibé turi 2" poaibiy, o kiekvienas jos elementas
priklauso pusei i§ ju, arba 2"~! skirtingiems poaibiams, tai sumy suma P {n} yra lygi

(1+243+--+n)2" = (n(n+1))2" 2

Atskiru atveju, kai n = 42, turime, jog P{42} = (1 +2+3+...+42)2*1 =21 x
43 x 241,

Labai daznai uzdavinys pasidaro visai aiSkus, izZvelgus kokia nors smulkmena, i
kuria kitas gal visai ne(at)kreiptu démesio, bet uztat spresty uzdavini daug ilgiau ar net
gal visai jo ne(iS)spresty. PavyzdZiu imkime tokj ,.konkrety* uzdavini (plg. 2 uzdavini
6 psl.is [1]).

Kiek yra SesiaZenkliy skaiciy abcach, kurie dalijasi is 23?

Ziiirint { abcacb pavidalo skailiu, labiausiai matyti, kad jis SeSiazenklis, beveik taip
aiSkiai matoma, kad jame yra tik 3 skirtingi skaitmenys — tai gali sukelti nora ta skaiciu
,.18sluoksniuoti‘“ uZrasant, kad

abcacb = a00a00 4+ H000b + c0c0 = 100100a + 100015 4 1010c
=23(4352a +434b +43c) + (4a + 19b 4 21¢)
=23(4352a +435b +44c) +2(2a — 2b —¢),

todel skaiCius abcacb dalijasi i§ 23 kartu su skai¢iumi 2(2a — 2b — ¢) arba kartu su
skai¢iumi 2a — 2b — c.

Lieka iSnagrinéti atvejus, kai 2a — 2b — ¢ = 0 arba kai 2a = 2b + ¢, ir dar kai
2a + 23 =2b + c; kitokiy atveju déel to, kad a, b ir ¢ yra skaitmenys, biiti negali.

I8 lygybeés 2a = 2b + ¢ matome, kad ¢ yra lyginis, o kadangi ¢ — dar ir skaitmuo,
tai gauname, kad c gali buti lygus 0, 2, 4, 6 arba 8. RuSiuodami pagal ¢ gauname 39
atvejus, atvejis 23 + 2a = 2b + ¢ prideda dar 3 atvejus, nes (a, b, c¢) gali biti (1, 8, 9),
(1,9, 7)ir (2,9, 9), todél uzdavinio atsakymas toks: yra 39 +3 = 42 pavidalo abcacb
i§ 23 besidalijantys skaiciai.

Diofanto uzdavinys su daug kvadratu

ISgirdus didelio Zmogaus vardu vadinama uzdavini arba skaitydamas jo sprendima
prisimeni lotyniska posaki ,,Ex ungae leonem* — arba — i§ letenu atpaZistamas liditas.

Diofanto uzdaviniu yra ne vienas, Sio uZdavinio salyga yra nepaini — tik neapsi-
gaukime — neretai paprasta salyga gali baiti neregéto sudétingumo sprendimo preliudas.
UZtenka prisiminti garsiaja daugeli likimy palenkusia Ferma problema. Bet grizkime
prie Diofanto ir jo uzdavinio sprendimo.
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Raskite 3 tokius skirtingus sveikuosius teigiamus skaicius, kad visos imanomos ju
sumos po du, kaip ir jy visy trijy suma, biity pilnieji kvadratai.

Sio uzdavinio salyga ([2], 205 psl.) pateikta kaip 100 uzdavinys, kartu su kitu
graziu gretimu 101 uzdaviniu, irgi yra i§ Diofanto “Aritmetikos”. Uzbégdami uz akiy
pasakysime, kad grakStus lemiamas sprendimo judesys daromas i$ karto, kone pir-
muoju sprendimo sakiniu.

Sprendimas. Sakykime, kad A, B ir C yra tokie sveiki teigiami skaiciai, kad A +
B = N? — §tai toji, rodytusi, nezymi gudrybeé. Bet paZitirekime, kaip natiiraliai viskas
klostosi toliau. Toliau kalbama Stai kas: parinkime C = 2N + 1, tada, suprantama,
A+B+C=N24+@2N+1)=(N+1)>~ Taigi jau pusé darbo nuveikta, nes A+ B+ C
ir A 4+ B jau pilni kvadratai — liko susitvarkyti su A 4+ C bei B 4+ C. O tai jau vyksta
greitai, nes toliau imame B = N 2_4N,0 A=4N (kodél sitaip?), tada B + C =
(N2 —4N)+(2n+1) = (N — 1) (dabar aisku). Liko tik susitvarkytisu A+C =4N +
(2N + 1) = 6N + 1 buvimu pilnu kvadratu. Tokio pavidalo pilny kvadraty yra be galo
daug. Imdami 6N + 1 = 121 = 112, arba N = 20, gauname Diofanto pavyzdj: A = 80,
B=320,C=41ir A+ B=192, A+ B=202, B+C=112,0A+B+C =21

Atsargiau, ¢ia skaiciu teorija

Sio perspéjimo amzius matuojamas tiikstantmediais, o jis aktualus ir §iandien. Zymiam
baltarusiy uzZdaviniy sudarinétojui ir sprendéjui prof. Sergejui Mazanikui priklauso
toks aforizmas, tinkantis ir Pasauliniu olimpiadu skaiCiu teorijos uZdaviniams: ,,Vienu
sakiniu pasakytas skaiCiu teorijos uZdavinys biina mirtinas*.

Neissigaskime to rimto ZodZio net tada, kai Zinomas profesorius taip kalba apie tarsi
1 mokyklinés programos ribas itelpanti uzdavini, geriau prisiminkime kita pasakyma
apie meistriSkuma: ,,Gréblys samurajus rankose kerta geriau kaip kulkosvaidis®.

Pakalbékime apie viena toki 2004 mety Sankt-Peterburgo konkurse keliais vari-
antais sitlyta uzdavini (Zr. [3], 41 ir 48 uzd.). Pirmiausiai suformuluokime ji ten sitlytu
bendriausiu atveju arba taip, kaip jis buvo suformuluotas astuntokams.

Pasirenkame natiiralyji skai¢iy n ir lentoje surasome visus natiiralivosius skaicius
nuo 900...00 iki 1200...00 (n paskutiniyjy abiejy skaiciy skaitmeny yra nuliai).
Kiekvienam skaiciui priskiriame (arba ,,pripersame ) koki nors uZ tq skaiciy maZesni
Jjo skaiciaus dalikli. [rodykite, kad kurie nors 2 skirtingiems skaiciams priskirti dalik-
liai bus vienodi.

Pastabos. Imdami n = 1 turétume imti tarp 90 ir 120 esancius sveikuosius skaicius
ir priskirinéti jiems uZ juos mazesnius ju daliklius. Tokiu atveju uZtekty surasti 2
minétame intervale esancius pirminius skaiCius, sakykime, 101 ir 103, ir aiSku, kad
jiems abiem turésime ,,pripirsti‘“ po 1.

Taciau didéjant n minétasis intervalas pleciasi ir tolsta nuo mdsy, ir nurodyti
konkrecius pirminius skaiCius biity vis sunkiau.

PavyzdZiui, jeigu n = 8, tai esame intervale tarp 900 000 000 ir 1 200 000 000, ir
¢ia jau sunkiau nurodyti 2 pirminius skaicius arba patikéti, kad 1 000 000 007 ir 1 000
000 009 yra pirminiai skaiciai.

O ka daryti su bet kuriuo n? Cia pavyksta taip susamprotauti — kad biity paprasciau
nagrinédami i§ esmeés bendraji atveji naudosime atveji n = 1 atitinkantj intervala tarp
90 ir 120 ir kalbésime taip:
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Nagrinékime tokius intervalo [90; 120] skaiCius, kurie neturi bendry dalikliy su
skai¢iumi 6. Tokiu skaiciy kiekviename SeSete yra po 2, arba miisy atveju tokiu skaiciu
yra 10. Juos visai nesunku iSvardinti:

91,95,97,101, 103,107,109, 113,115 ir 119.

Nagrinésime tik tuos 10 skai¢iy, neturinCiy bendry dalikliu su 6, ir nagrinésime
jiems priskiriamus uz juos mazesnius ju daliklius. Kadangi tie skaiciai bendry dalikliu
su 6 neturi, tai né vienas i$ ty 10 skaiciu nesidalija nei i$ 2, nei i$ 3, nei i§ 4. Todeél
bet kuris ju daliklis, kadangi mazesnis uz juos, yra maZziausiai 5 kartus maZesnis. Va-
dinasi, kiekvienas toks daliklis yra maZesnis uz 24. Taciau tas priskirtas daliklis ne tik
mazesnis uz 24, bet yra ir bendry dalikliu su 6 neturintis skaiCius, o tokiy mazesniy uz
24 skaiciu yra 8.

Taip gavome, kad tiems 10 skaiciu yra priskiriamas vienas kuris i§ tu 8 skaiciy
— arba 10 vienokiy skaiciy yra ,,superSami* su 8 kitokiais skaiciais. Tada rasis 2 tokie
skaiCiai, kuriems yra priskiriamas (arba ,,priperSamas‘) tas pats skaicius. Belieka Siuos
samprotavimus pakartoti su ,,bendruoju n*.

Tinka viskas, kas nors kiek padeda - tik kaip ta viska pastebéti?

Pateikime toki 2006 mety Airijos konkurso pavyzdi [4], gerai iliustruojanti tai, nuo
kokiy, rodytusi, beveik nepastebimuy stebimy reiskiniy savybiy ir ypatybiy kartais prik-
lauso didZioji uzdavinio s¢kmés dalis.

Ar atsiras tokie skaiciai x, y ir z, tinkantys lygciai

2=+ D)= 1) +n,

Jjeigu (A) n =2006; (B) n = 2007?

Nepasizitréjus atidziau gali pasirodyti, kad ar n yra 2006, ar vienetu didesnis yra
tas pats. Taip gali bati ir daznai taip esti. DaZnai, bet ne visada. Todél tokie atvejai yra
idomds ir jiems daZnai skiriama daugiau démesio.

Pasizioiréekime, kaip bus dabar. Pirmiausiai (A) atveju, kai n yra 2006, lygti galima
perrasyti taip:

x? —y? 422 — x?y? =2005.

Meéginsime rasti x ir y tokius, kad (x — y)(x + y) = 2005, o juos galima rasti
iprastiniu sulyginimo bidu, o z imsime lygu gautyju x ir y sandaugai. Pastebime,
kad 2005 = 1003% — 10022, todeél galime imti x = 1003, y = 1002, tada z = xy =
1003 x 1002 = 1005006 ir tinka trejetas (x, y, z) = (1003, 1002, 1005006).

(B) atveju, kai n yra jau 2007 galétu pasirodyti, kad didelio skirtumo nebus. Taciau
dabar ,,ant sumanymu kilniuy veto velniskai uzriko* arba viskas priklauso §tai nuo ko:
sveikuju skaiciy kvadratai dalijami i§ 8 duoda liekanas 0, 1 arba 4. Taciau reiskinys
desinéje lygties puséje dalijamas is 8 duoda visai kitokias liekanas — 2, 5, 6 ir 7.
Kadangi skirtingy pusiy dalybos is 8 liekanos yra skirtingos, tai ir lygciai tinkanciy
skaiciy (B) atveju néra.
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Minties plétoté, arba Kkaip vystosi uzdaviniai

Visi Zinome tokia absoliucios uzdaviniy klasikos miniatiiira apie tai, jog kad ir kokius
6 Zmones imtume, tarp paimtyjy atsiras arba tokie 3 Zmonés, kad bet kuri ju pora yra
paZistamuy Zmoniy pora, arba tokie 3 Zmonés, kad bet kuri ju pora yra nepazistamu
Zmoniy pora.

Stai viena galima to uZdavinio plétote.

[rodykite, kad tarp 35 Zmoniy visada galima surasti arba tokius 4, kuriy kiekviena
pora yra paZistamy Zmoniy pora, arba tokius 5, kuriy kiekviena pora yra nepaZistamy
Zmoniy pora (Zr.[5], 21 psl.).

Kartais labai padeda uzdavinio salygos skaiciy maZinimas, tik tai reikia daryti ap-
dairiai, kad neiSkreiptume uzdavinio proporciju ir nesugadintume salygos intrigos.

Kad ir kaip suskirstytume | 500 nesikertanciy rinkiniy visus sveikuosius skaicius
nuo 1 iki 2000, vis vien kuriame nors rinkinyje atsiras tokie trys skaiciai, kad abiejy
maZesniuju skaic¢iy suma yra didesné uZ treciqji skaiciy (plg. [6], 10.1 uZdavinys,
12 psl). O gal taip sakyti buty vaizdziau?

Turime 2000 skirtingy atkarpy, kuriy visy ilgiai yra skirtingi sveikieji skaiciai nuo
1 iki 2000. [rodykite, jog kad ir kaip beskirstytume tas atkarpas i 500 rinkiniu, vis vien
kuriame nors rinkinyje atsiras tokios trys atkarpos, is kuriy galima sudéti trikampi.

O gal ir tai dar per dideli skaiciai? Tada méginkime mazinti taip:

Turime 200 skirtingo sveiko ilgio atkarpy nuo 1 iki 200. Gal dabar jau biity pastebi-
mai lengviau jrodyti, jog bet kaip suskirscius jas i 50 rinkiniy, is' 3 kurio nors rinkinio
atkarpy ,,susideda trikampis “?

Ar vis dar per daug? Tada imkime 20 atkarpu vietoj 200 ir skirstykime i 5 rinkinius
ir jrodinékime, kad susideda trikampis. Imanoma net imti 12 atkarpy ir skirstyti i 3
rinkinius ir net — bet tai jau riba — imti 8 atkarpas, kuriy ilgiai yra skirtingi ir sveiki
skaiCiai nuo 1 iki 8 ir skirstyti jas i 2 dalis. Dabar jau imanoma viska perrinkti rankomis
— su mazesniais skaiciais vis daugiau vilties staiga suvokti uzdavinio idéja. Ji reiskiama
vienu sakiniu, ir po to jau nebesvarbu, kokio didumo bus tie skaiCiai — viskas gausis
visais atvejais.
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SUMMARY

R. Kasuba. More simple solution of not so simple problems — how does it happen?

Several non-standard problems are regarded and the possibilities of simple approaching to their solution
are regarded and discussed.
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