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2005 m. Lietuvos moksleiviu matematikos olimpiados
uzdaviniy analizé

Juozas Juvencijus MACYS (MII)
el. paStas: jmacys @kt].mii.lt

Straipsnyje pateikiamos LIV Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiados (Visa-
ginas, 2005-03-31) uZdaviniy salygos, sprendimas bei analizé.

IX-X klasés

1. Su kuriomis n reikSmémis skaiciy aibe {1,2,3,...,n — 1,n} galima suskirstyti i
tris aibes su vienoda elementy suma?

Atsakymas. Su visomis reikSmémis n = 3k + 2, n =3k + 3, k € N (t.y. su
reikSmémis n =5,6,8,9,11,12,14,...).

Sprendimas. AiSku, kad jei skaiCiuy aibe {1,2,3,...,n — 1, n} taip suskirstyti ga-
lima, tai n > 3 ir suma 1 +2 4 --- +n = n(n + 1)/2 dalijasi i§ 3. Taigi n negali
biti pavidalo 3m + 1 (m € N). Kitaip sakant, n negali biiti pavidalo 6k — 2 ir 6k + 1
(k € N). Irodysime, kad kitais atvejais, kai 1) n =6k — 1, 2) n = 6k, 3) n = 6k + 2
ir 4) n = 6k + 3, skaiCiy aibe norimu biidu suskirstyti galima. Priklausomai nuo n
pavidalo skaiCius grupuokime taip:

1) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, ..., 6k — 6,6k — 5,6k — 4,6k — 3,6k — 2,6k — 1;
2) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ..., 6k — 5,6k — 4,6k — 3,6k — 2,6k — 1, 6k;
3 1,2,...,8,9,10,11,...,14, ..., 6k — 3,6k — 2,6k — 1, 6k, 6k + 1, 6k +2;

4 1,2,...,9,10,11,...,15,...,6k — 2,6k — 1,6k, 6k + 1, 6k 4 2, 6k + 3.

Kadangi 14+4=2+4+3=5,146=2+5=344,142434+44+5=6+9=7+8,
14+2434+6=4+8=5+T7beitk+1)+(k+6)=G(k+2)+*k+5)=(k+3)+
(k +4), t.y. kiekviena skaiciu grupe galima suskirstyti i tris dalis su vienoda suma, tai
kiekvienu atveju aibés skaiCius galime suskirstyti i tris aibes su vienoda suma.
Zod7iais §i sprendima trumpai galima nusakyti taip: i§ galo atmetinéjame SeSetukus
tol, kol aibéje liks 9, 8, 6 arba 5 pirmieji skaiciai, o su jais susitvarkyti mokame.
Kitas biidas. Kadangi 1 +2+4 ---4+ (n — 1) +n =n(m+ 1)/2, tai jeigu ta aibg
galima suskirstyti i tris poaibius su vienoda suma, tai n > 3, o ta suma bus n(n + 1)/6
(ir sveika). Bet vienas i skai€iu n ir n + 1 yralyginis, taigi n(n + 1) dar turi dalytis i$ 3.
Todél arba n dalijasi i§ 3, arba n 4 1 dalijasi i 3, o kitokios reikSmes tikrai netinka.
Vadinasi, reikia istirti reikSmes n = 3k + 3 ir n = 3k + 2 (o n = 3k + 1 netinka).
Irodysime, kad kai n = 3k 4 2, tai duotaja aibe¢ padalyti i tris aibes su vienoda suma
galima. Tikrai, kai k = 1, tai {1, 2, 3,4,5} = {1,4} U {2,3} U{5}.
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Tai indukcijos bazé. Dabar tarkime, kad aibe su n = 3k 4 2 jau pavyko suskirstyti i
tris su vienoda elementy suma: {1, 2, 3,...,3k+2} = AU BUC. Reikia parodyti, kad
turint 3 naujus skaicius 3k + 3, 3k +4, 3k + 5 vél galima sudaryti tris reikiamas aibes.
IS aibés, turinCios 1, paSaliname ta 1 ir prijungiame prie jos 3k + 5, prie kitos aibés
prijungiame 3k + 4, o prie tre¢ios prijungiame 1 ir 3k 4+ 3. Tada visu aibiu elementy
sumos padidés skai¢iumi 3k + 4, taigi veél bus lygios.

Remiantis matematinés indukcijos principu, aibe, kai n = 3k + 2, suskirstyti reikia-
mu bidu galima.

PanaSiai nagrinéjame ir atveji n = 3k 4 3. Kai k = 1, n = 6, aibe nesunku suskirstyti
1 tris su vienoda elementy suma: {1,2,3,4,5,6} ={1,6} U{2,5} U {3,4}.

Tarkime, kad jau pavyko aibe su n = 3k + 3 suskirstyti i tris su vienoda suma:
{1,2,3,...,3k+3}=AUBUC.

Irodysime, kad tada galima suskirstyti ir aibe {1,2,3,...,3k + 3,3k + 4,3k +
5,3k + 6}. IS aibés, turinios 1, ta 1 pakeiiame 3k + 6, tada aibés suma padidés
3k + 5. Prie kurios nors kitos aibés prijungiame 3k + 5. Pagaliau prie likusios aibés
prijungiame 1 ir 3k + 4. Kadangi visy aibiy suma buvo ta pati, padidéjo tiek pat, tai ir
naujyju aibiy sumos lygios.

Remiantis matematinés indukcijos principu, teiginys irodytas visiems n = 3k + 3.

2. Kvadratinés lentos 8 x 8 kiekvienas vienetinis langelis nuspalvintas arba juo-
dai, arba baltai. Vienu éjimu lentoje galima pasirinkti bet kaip pasukta triju langeliy

» kampuka “ ‘ ir kiekvienq, jo langeli perdaZyti (juoda — baltai, baltq — juodai).

Ar galima baigtiniu skaiciumi éjimy visus langelius nuspalvinti baltai?

Atsakymas. Galima.

Sprendimas. Irodysime, kad galima pakeisti vieno konkretaus langelio spalva,
nekeiCiant kity. Aisku, kad ta langeli galima uzdengti kvadratu 2 x 2. Isitikinkime,
kad galima perdazyti bet kurj kvadrato langeli. Pavyzdziui, perdazykime langeli Al:
A B ]
1 . Imkime kampukus , ‘ , ‘ir juos paeiliui perdazykime.
2 L L
Tuomet langeliu A2, B1 ir B2 spalva nepasikeité, nes juos perdazéme du kartus, o
langeli A1 perdazéme tris kartus, todél jo spalva pasikeité. Panasiai galime perspalvinti
ir bet kurij kita langelj. Taigi visa lenta nuspalvinti baltai galima.

3. Staciojo trikampio ABC statiniai CA =3, CB =4, CD yra trikampio aukstineé.
Kampy ABC ir AC D pusiaukampinés kertasi taske M, o kampy BAC ir BCD pu-
siaukampinés kertasi taske N. Raskite atkarpos M N ilgi.

Atsakymas. MN = 1.

Sprendimas. Pasidarykime bréZini. Tegul kampo AC D pusiaukampine yra CE, o
kampo BC D pusiaukampiné — C F. Pazymékime ZCAB = o, ZCBA = . Kadangi
trikampiai CAD, CDB statieji ir turi su AABC po bendra smailyji kampa, tai
4ZBCD =a, ZACD=§. Vadinasi, ZCMB =180° — ZBCM — ZCBM = 180° —
(v 4+ B/2) — B/2=180° —a — B =90°, ir trikampiai BMC ir BME lygiis pagal
bendra krastine ir du kampus prie jos. Vadinasi, BE = BC(=4)ir CM = ME.
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Visiskai taip pat irodome, kad AF = AC(=3) ir CN = NF. Trikampio EFC
pagrindas EF = AB—AE—FB=AB—(AB—BE)—(AB—AF)=BE+ AF —
AB=4+43—-5=2,0 M ir N — Soniniy krastiniy vidurio taskai, todél jo viduriné
linijja MN =EF/2 =1.

4. Ar yra tokiy natiiraliyjy skaiciy a, b ir c, kad
(a+b)(b+c)(c+a)=4242"7

Atsakymas. Ne.

Sprendimas. Kadangi 4242 = 2-3-7- 101, tai kaZkuris pradinés lygybés kairés pusés
dauginamasis yra dalus i§ 101. Galime laikyti, kad tai yra a +b. Tuometa +b > 101 ir
(b+c)(c+a) <42.18 paskutinés nelygybés gauname a < a+c¢ < (b+c)(c+a) <42
irb < (b+c)(c+a) <42, 0jas sudéje — a + b < 84. Tai priestarauja prielaidai, kad
a + b > 101. Vadinasi, tokiu nataraliyju skaiciu a, b ir ¢ néra.

XI-XII klaseés
1. Duoti 2005 skaiciai
12 2% 32...2005%

Pries kiekvienq is ju galima parasyti + arba —. Koki maZiausiq neneigiamq skaiciy
galima gauti atlikus veiksmus?

Atsakymas. 1.

Sprendimas. Parodysime, kodél negalime gauti 0, ir parodysime, kaip gauti 1.
Kadangi i duotyju skaic¢iu 1003 nelyginiai, tai atlikg su jais sudéties ir atimties
veiksmus gausime nelygini skaiCiu, todel 0 gauti neimanoma.

Duotus skai¢ius suskirstykime i grupes taip: pirmaja grupe tesudaro 12,22, ..., 132,
kitas — aStuoni is eilés einantys skaiciai, t.y. (k 4+ 1)-aja grupe sudaro (8k + 6)2, (8k +
7%, ..., (8k + 13)%. Sudélioje joje Zenklus + — — + — + + — ir atlike veiksmus,
gausime 0:

(8k + 6)> — (8k +7)* — (8k + 8)% + (8k + 9)?
— (8k +10)> + 8k + 11)> + (8k + 12)> — (8k + 13)> =0.

Dabar pirmoje grupéje reikia sudélioti Zenklus taip, kad rezultatas bty 1. Tai galima
padaryti taip: —12 422 —32442 52462 —724+82-92 102+ 112 — 122+ 13> = 1.

2. Zr. IX-X klasiu 2 uzdavini.

3. Apie trikampi ABC apibréZtas apskritimas. Taskas M yra lanko AC (kuriam
nepriklauso virsiné B) vidurio taskas, o N yra lanko AB (kuriam nepriklauso
virsiiné C) vidurio taskas. Atkarpos MN ir AB kertasi taske K. [bréZto i trikampi
ABC apskritimo centras yra O. [rodykite, kad K O yra lygiagreti krastinei AC.

Sprendimas. Pasidarome bréZini. Pirmiausia parodysime, kad taskai B, N, K ir O
priklauso vienam apskritimui. BM yrakampo A BC pusiaukampiné, nes taSkas M yra



170 J.J. Macys

lanko AC vidurio taSkas. AnalogiSkai CN yra kampo BC A pusiaukamping, taigi CN
ir BM Kkertasi taSke O. Kampai ONK ir O BK yra lygis, nes remiasi i lygius lankus
CN ir M A. Kadangi atkarpa K O yra matoma vienodais kampais i§ taSku N ir B, tai
taSkai B, N, K ir O priklauso vienam apskritimui.

Dabar parodysime, kad kampai BAC ir BK O yra lygis, o tai ir reikia, jog AC
yra lygiagreti K O. Kadangi B, N, K ir O priklauso apskritimui BN K O, tai kampai
OK B ir ON B yralygis, nes remiasi i jo lanka O B. Taip pat ir kampai BAC ir BNC
lygis, nes remiasi i lanka BC. Taigi ZBAC = ZBNC =4ZBNO = ZBKO.

4. Skaiciy seka agy,ay,as, ... apibréZiama sqlygomis ag = 1 ir a4+ = a, +
Vant1 +an, n = 0. [rodykite, kad tokia seka yra vienintelé, ir raskite bendraji
nari a.

Atsakymas. a, = (n + 1)(n +2)/2.

Sprendimas. Pastebékime, kad misuy seka didéja: a,1 =a, + /anr1+ dn = ay.
Taigi a, > agp = 1 su kiekvienu neneigiamuoju sveikuoju n. Todél a,1| = a, +
Vani1 Fan > a, ++/2 > a,, ty. seka grieztai didéja.

Dabar lygybes

nt1 — n =+/An+1 +An, A2 — Anpl =/ An42 + Ayl
2

pakele kvadratu ir atéme pirma i antros, gauname a,% o — 2an+1(ant2 — an) —a; =
ap+y2 — an, arba (a2 — a,)(@y42 +a, — 2a,4+1 — 1) = 0. Bet kadangi a,,4», — a,>0,
tai

an42 =2ap+1 —ap + 1. (D

Suraskime a;. Kai n =0, i§ salygos gauname a; = 1 4+ +/a; + 1, o lygti iSsprende —
aj = 3. Dabar galime nustatyti kitus sekos narius: a, =2a; —ag+ 1 =6, az =2a; —
a; + 1 =10, ir t.t. Matome, kad kiekvienas sekos narys nustatomas vienareikSmiskai.
Taigi egzistuoja nebent viena seka, tenkinanti uzdavinio salygas. AtpaZzinti seka 1, 3, 6,
10, ... nesunku — tai sumos 1 42 + - - - 4 n. Pirmieji keturi apskaiciuoti nariai tenkina
lygybe a,, = (n + 1)(n 4+ 2)/2, todél pabandykime Si bendraji nari patikrinti:

_ (n+1)2(n+2) nt2o (n+2)2(n+3)

Taigi Si seka ir yra vienintelé seka, tenkinanti uzdavinio salygas.

Pravartu Zinoti ir kita biida — kaip nespéliojant i$ (1) sarysio rasti a, (pasiskaityti
placiau apie tai galima knygeléje [1]).

ParaSykime (1) sarysi n karty, keisdami indekso reikSmes:

=dp+1-

api1=2ap — a1 +1, ay=20a,1—a,2+1,

az=2ay—a;+1, ay=2a;—ap+1.
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Sudé¢je sias lygybes ir sutrauke, turime a, | = a, + a1 — ag + n. Kadangi ap = 1,
ay; =3, tai a1 = a, +2 +n. Pastaraja lygybe vél raSome n kartu: a, | = a,, +2+n,
ap=ap1+2+n—1,..,a3=a2+2+2,a; =a; +2+ 1. Sudéje gauname a, | =
a +2n+(1+2+--+n) =34+2n+nm+1)/2= (n>+5n+6)/2 = (n+2)(n+3)/2.
Vadinasi, a, = (n + 1)(n 4+ 2)/2.

Beje, ruosdamiesi 2006 mety Pasaulio moksleiviu matematikos olimpiadai (IMO)
Liublianoje, pasirengimo stovykloje Vilniuje Lietuvos komandos nariai nagrinéjo
zymiai sunkesni uzdavini (ka jie sprendé IMO ir kaip pasirodé — 7r. [2]) :

Raskite visas sekas, apibréZiamas sqlygomis ag =1 ir (a,41 — a,)* = apy1+ ay.

I$spreskime ji. Kadangi

ant1 = (2an + 1%/ 8ay +1)/2, 2

tai nesunku isitikinti, kad pirmuosius narius galima isreiksti formule (k — 1)k/2, k e N
(Cia k — visai nebiitinai sekos nario numeris). Bet jeigu a, = (k — 1)k/2, tai remiantis
(2) formule

ans1 = ((k = Dk +1£V4k2 -4k +1)/2 = (K* =k + 1 £ 2k — 1)) /2,

ty. ap+1 =k(k+1)/2 atbaa,41 = (k —2)(k—1)/2.
Taigi atsakymas biity toks: salyga tenkina bet kuri seka, kurios @y = 1, o kiekvienas
sekantis narys yra paskutiniajam gretimas skaiCius i§ begalinio masyvo

{0,1,3,6,10,...}

arba 0, jei tas paskutinysis skaiCius buvo 0; pavyzdziui, tokia yra seka 1, 0, 0, 0, 1, 3,
1, 3, 6, .... Kitaip sakant, renkant sekos narius uztenka masyve

{...,10,6,3,1,0,0,1,3,6,10,...}

pradéti nuo 1 ir kiekvienu Zingsniu eiti i kaire arba i deSine.
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SUMMARY

J.J. Macys. Problems of Lithuanian Mathematical Olympiad-2005
The questions of the Lithuanian olympiad-2005 are presented and solutions are given.
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