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1. Ivadas: agregavimo ir deagregavimo uzdaviniu apzvalga

Ekonometriniuose (ypa¢ makroekonometriniuose) uzdaviniuose labai daznai tyrimo
objektas yra laiko (dinaminés) eilutés. Suprantama, kad, norint kuo pilniau i§naudoti
turima informacija apie rodikliu kaita, biitina gerai suprasti nagrin¢jamuy duomeny
prigimti, iStirti ju savybes, palyginti su ankscCiau, prie kity prielaidy, daryta laiko
eiluCiu analize. Specifiniai taikomieji uZdaviniai atsiranda, sprendZiant hidrologijos,
makroekonomikos, astronomijos, sociologijos uZdavinius. Sias mokslo 3akas jun-
giancia savybe galima iSskirti didelio kiekio individualiy (idiosinkratiniy) procesu
agregavima. DaZnai, kaip ir Siame straipsnyje, nagrinéjamas agreguotas procesas gau-
tas i$ begalinio skaiCiaus individualiyu modeliu. Paminétina, kad literatiiroje tiriamas ir
fiksuoto kiekio sumavimas, bei tarplaikinis agregavimas, kurie savo savybémis skiriasi
nuo aptariamy Siame straipsnyje modeliu.

Tiesioginis agregavimo uzdavinys iSkyla mikrolygio elgsenos (idiosinkratinése)
lygtyse

Vit :fi,(xi,,uit,ei), i=12,...,N,t=1,2,...,T,

esant duomenuy heteroskedastiSkumo S$altiniams: veiksniy (x;,) bei inovaciju (u;;)
ivestyse, parametruose (6;) arba funkcingje formoje (f;;). Agregavimas Siame kon-
tekste suprantamas kaip paprastas nurodyty laiko eiluciu y;; sumavimas. Skirtingi
reikalavimai ribiniam procesui kai N — oo duoda tris pagrindinius agreguoto pro-
ceso apibrézimus (Zr. Pesaran (1999)): 1) grieltasis arba deterministinis — kuomet
agregavimo funkcija bet kuriai realizacijai tiksliai atitinka agregavimo rezultata, ki-
taip sakant | F (X, Uy, 0,) — N~V N | fir (i uig, )11 =0, 8a X, = NN | xiy,
U =N""! Zf\’:lui,, 0 |la — b|| yra atitinkamas atstumo tarp a ir b matas (pvz.
lla — b|l = (a — b)?); taip yra, pavyzdZiui, kai a priori Zinomas tikrasis idiosinkra-
tinio proceso parametry skirstinys; 2) stochastinis, kai pastaroji lygybeé galioja vidurkio
prasme; 3) silpnasis arba optimalios prognozés, kuomet pakanka, kad bet kuriai re-
alizacijai agregavimo funkcija minimizuoty atstuma (salyginio vidurkio prasme) iki
agreguojamy procesy vidurkio. Pirmasis ir antrasis reikalavimai yra gana griezti ir
retai sutinkami taikomojoje ekonomingje analizéje. Treciasis biidas reikalauja maZiau-
siai pradinés informacijos ir gana daznai taikomas praktikoje.
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Naujas susidoméjimo agregavimo problematika etapas prasidéjo Robinson’o (1978)
bei Granger’io (1980) darbais, kuriuose buvo parodyta, kad pirmos eilés autoregresijos
(Zymésime AR(1)) modeliy su atsitiktiniu parametru agregavimas (kai N — o0) gali
generuoti tolimos priklausomybés Gauso stacionary procesa. Véliau Si agregavimo
schema buvo apibendrinta tiek diskretaus laiko atveju (Oppenheim ir Viano (2004),
Zaffaroni (2004) bei kiti darbai) tiek ir tolydaus laiko atveju (Anh ir kt. (2004),
Barndorff-Nielsen (2001), Oppenheim ir Viano (2004)).

Nemaziau idomus ir atvirkstinis uzdavinys — kada tolimos priklausomybés procesas
gali biiti ,,deagreguotas® i tam tikros individualios elgsenos procesu klases? Dacunha—
Castelle ir Oppenheim (2001) parodé, kad gana plati tolimos priklausomybés procesu
klasé gali biti deagreguota i stacionarius procesus su spektriniais tankiais i§ C*. Siy
rezultaty kontekste autoriai iSskyré tolimos priklausomybés procesu klase — ,,sunkia*
tolima priklausomybe, kurios negalima gauti agreguojant ,,artimos* priklausomybés
sekas. Leipaus ir kt. (2006) bei Chong (2006) darbuose buvo nagriné¢jamos statistinés
problemos susijusios su deagregavimu.

Siame straipsnyje nagrinéjama agregavimo schema, kuomet stebimas agreguotas
procesas gautas sumuojant be galo daug nepriklausomu vienodai pasiskirsciusiu (ar-
timos priklausomybés) AR(1) modeliu su atsitiktiniu autoregresijos parametru. Uz-
davinio tikslas — nustatyti nezinoma AR(1) parametro skirstinj. Taigi tiriamas silp-
nojo agregavimo atvejis. Jei pastarasis skirstinys (ar skirstiniy klas¢) bty a pri-
ori Zinomas, kaip pavyzdziui Chong (2006) (jis nagrinéjo polinominio skirstinio
atveji), tuomet agreguotas procesas galéty biti traktuojamas grieztojo agregavimo kon-
tekste. Pastebétina, kad prielaida apie polinomini skirstini yra gana natarali, turint
galvoje, kad praktikoje nezinoma skirstinij silpno agregavimo atveju galima gana tik-
sliai aproksimuoti polinominiu skirstiniu. Leipaus ir kt. (2006) darbe pasiilyta alter-
natyvi deagregavimo schema, besiremianti AR(1) parametro skirstinio tankio aproksi-
mavimu ortogonaliaisiais Gegenbauerio (ultrasferiniais) polinomais.

Straipsnio struktiira yra tokia: 2 skyrelyje trumpai apzvelgiami pagrindiniai
Leipaus ir kt. (2006) darbo rezultatai. Toliau pateikiamas teiginys apie dvieju spek-
triniy tankiy sandaugos atitinkamo maisanciojo tankio struktiira, kuri iliustruojama
FARUMA(O0, d;, d, 0) pavyzdZiu. Paskutiniajame skyrelyje pateikiamos baigiamosios
pastabos.

2. AR(1) proceso maiSanciojo tankio vertinimas

Siame skyrelyje aptarsime Leipaus ir kt. (2006) darbe nusakyta AR(1) procesu agre-
gavimo schema. Tarkime, kad individualios elgsenos lygtys nusakomos AR(1) mode-
liais

v =aWr? 16, 1ez, j=1.2,.... 2.1)
s t(j )

Cia parametrai a/) bei inovacijos ¢/ = {g,”’, t € Z} tenkina Sias salygas:

e ¢, j > 1 yranepriklausomos stipriojo balto triuk¥mo' kopijos;

I'Stipriuoju baltu triuk§mu vadiname nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiu atsitiktiniu dydZiu seka
&, t € Z su vidurkiu Ee; = 0 ir dispersija Eet2 =1.
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e o) yra absoliudiai tolydaus atsitiktinio dydZio a, kurio tankio funkcija apibrézta
intervale [—1, 1], ir tenkinancCio salyga E[1/(1 — a?)] < oo, nepriklausomos
kopijos;

e sckos (a, j > 1) bei (¢, j > 1) yra tarpusavyje nepriklausomos.

IS Siu salygu iSplaukia, kad (2.1) lygtys turi stacionary sprendini. Be to, remiantis

Oppenheim ir Viano (2004), daliniy sumy seka

N
w1 ()
xM=—=23r" ez
! szlt

silpnai konverguoja i Gauso procesa X;, kai N — oo. Sis procesas vadinamas
agreguotu procesu.

Svarbus irankis, sprendziant agregavimo bei deagregavimo uzdavinius, yra atsitik-
tinio dydzio a tankis ¢(x) (ji vadinsime maiSanciuoju tankiu), kurj patogu pateikti
tokia semiparametrine forma:

() =1 -1+ k), d>0, d>0, (2.2)

¢ia ¥ (x), x € [—1,1] yra neneigiama ir tolydi taSkuose +1 funkcija, tokia kad
Y (£1) # 0. IS suformuluoty prielaidu seka, kad agreguotas procesas X, turi baigting
dispersija:

1
/ 20 4 < oo, 2.3)

1 1—x 2
Be to, remiantis ¢(x) apibrézimu, nesunku rasti agreguoto proceso X, kovariacing

funkcija ir spektrini tanki, kurie sutampa su Yt(j ) kovariacine funkcija bei spektriniu
tankiu ir yra lygis atitinkamai:

[~
g(h):/ —5 ¢l dx, h=0,%1,...;
-1 1—x

1
foy= %/ 0y, 2.4)

111 = xei*|?

Remiantis Oppenheim ir Viano (2004), agreguotas procesas {X;,t € Z} turi tolimos
priklausomybés savybe (t.y. ZZ‘;?OO |o(h)| = o) tada ir tik tada, kai bent vienas iS
parametry d; ar dp yra mazesnis uz 1. Tokiu atveju turime

1

Deagregavimo uZdavinio tikslas — jvertinti nezinoma (maiSantjji) tanki ¢(x),
kuomet yra stebimi agreguoti dydziai X1, ..., Xy, o individuallis procesai (2.1) néra
stebimi. Tam tikslui autoriai siiilo pasinaudoti pagalbine funkcija:

@(x)

10 o>—1, (2.6)

£(x) =
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kuri, esant iSpildytai salygai

priklauso klasei L2((1 = x%)®) ir todel gali biti iSskleista «-Gegenbauerio (ultrasferi-
niais) daugianariais, t.y. {(x) = Z/?io Cr G,((a) (x) su koeficientais

= Zg(‘” / w(x)xfdx—Zg(” () —o(j+2). k>0. @7

Cia g yra o- Gegenbauerlo daugianario Gk )(x) o = Oglga)xf koeficientai. Tik-

slias koeﬁc:lentu gk’ f iSraiSkas galima rasti Leipaus ir kt. (2006) darbo B.1 priede.
Tuomet maiSantiji tanki ¢(x) natoralu vertinti (2.7) iSraiSkoje o (j) kovariacijas
pakei&iant jy empiriniais analogais 6, (j) =n"" Z" J XiXiqj:

on(0) = (1 =28, (x) = (1 — 2" Zg(‘” Ga(N—6a(G+2). (28

j=0

Leipaus ir kt. (2006) darbe parodoma, kad ¢, (x) yra pagristas ¢(x) ivertis.

3. Tolimos priklausomybés proceso deagregavimas i AR(1)

Kaip minéta, vienas i§ deagregavimo tematikos uzdaviniu yra maiSanciojo tankio ¢
nustatymas atveju, kai i§ anksto fiksuojamas (stebimas) tam tikros klasés tolimos
priklausomybés procesas. Pirmieji, kurie §i uzdavini suformulavo ir atskirais atvejais
pateiké sprendimus, buvo Dacunha—Castelle ir Oppenheim (2001). Jie atskiru atveju
nusaké salygas, kuomet tolimos priklausomybés procesas gali biiti deagreguojamas i
(2.1) tipo individualiy elgsenos lygciu klase.

Dacunha—Castelle ir Oppenheim (2001) parode, kaip Sis uZdavinys sprendZia-
mas trupmeninio integruoto proceso FARIMA(O,d,0), 0 < d < 1/2, atveju. Pri-
minsime, kad FARIMA(O, d, 0) procesas nusakomas lygtimi (1 — B X, = ¢,, kur
B yra poslinkio operatorius (B/X; = X,_ j)- Remdamiesi agreguoto proceso spek-
trinio tankio integraline iSraiska (2.4) bei FARIMA(O, d, 0) spektrinio tankio iSraiSka
FO) =Qr)" 1 — €724, tuo atveju kai autoregresijos parametras a yra sukoncen-
truotas [0, 1], autoriai parode, kad

P(x) = C@)x1 1 =)0+ 0)1jo 1y(x), C(d):=sin(xd)r~!. (3.1)
Analogiskai, tuo atveju kai a neséjas yra [-1,0], gauname
9(x) =C@)x|*" (1 +x)" 20 = 01y g)x). (3:2)

Teoremoje 3 Dacunha—Castelle ir Oppenheim (2001) parodé, kad agreguotas proce-
sas gali biiti deagreguojamas i AR(1), jei jo spektrinis tankis turi pavidala f(X) =
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O (1 —cosA) + W(1 4 cos A) (maiSantysis tankis tuomet gali buti, pavyzdziui, (3.1)

ir (3.2) derinys), kur ®(¢) ir W (¢) yra pavidalo Ooo ‘iljr%) su L(y), tenkinancia salyga
j-oo AL _ o
0 Ji+2y )

Zemiau pateikiamame teiginyje praple¢iama deagreguojamy procesy klasé, kuomet
agreguoto proceso tankis gali bati iSreikStas dvieju spektriniy tankiy su atitinkamais
mai$aniaisiais tankiais sandauga. Sio teiginio pagalba tikétina, kad galima gauti
idomius maiSanciyjy tankiy pavyzdZzius tokiems modeliams kaip FARUMA(O, d;, d», 0)
ar FARIMA(1, d, 0).

3.1 TEIGINYS. Tegul atsitiktinio proceso {X;, t € Z} spektrinis tankis f (A) tenkina

nel [ 9 s
f()=E/1m x =27 f1(A) f2(A),

¢ia fi(A) = m)~! fj —ei) dx, i = 1,2, o maisantieji tankiai ¢; (x) tenkina (2.3).

L |1—xei*2
Tarkime, kazkuriam O < p < 2 galioja:
1
/ o) dx < oo. (3.3)
—1 (I =x5) (A —|x[7)

Tuomet teisinga:

1 1
() / o1(y)
d dy. 34
@(x) _—gol(x)/l A= y/md —xy) v+ @a(x) U=y —xy) y. (3.4)

3.1 pastaba. Teiginio rezultatas lieka teisingas, pakeitus (3.3) alternatyvia salyga
1 .
/ ) i=1,2.
_1 (1 —x2)3/2

(3.3) salygos atvejis p = 2 reiskia, kad f(A) yra artimos priklausomybés sekos spek-
trinis tankis (Zr. (2.5)).

3.2 pastaba. Tuo atveju, kai maiSantieji tankiai ¢ (x) ir ¢ (x) yra semiparametrinio
pavidalo

¢i() =1 =00+ 0%y, diy >0, i,j=1.2,
remiantis lygybe

1 1 L 21
A—y/x)1—xy) 1—x21—y/x x2—11—xy

(3.5)

ir keitiniu (1 4+ y)/2 = v, atitinkamas integralas gali biiti perraSytas taip

/1 ¢i(y) gy [ A=nPAEN®YG)
1 (1= y/x)(1 —xy) S =y —xy)
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2dintdintl y /1 (1 — v)dirydiag; Qv — 1)
A=x)x+1) Jo 1-Q2/x+ D)
N 2d,—1+d,—2+1x2 /1 (11— v)d“vdizwi(zv -1

x2=Dx+1J 1-—Q2x/(x+1D)v
Paprasciausiais atvejais (pavyzdZziui, kai 1;(x) = C;) pastarasis integralas gali biiti
iSreikStas hipergeometrinémis funkcijomis, taigi maiSantysis tankis ¢(x) gali biti
uzrasSytas patogesne forma.

[liustracijai pateiksime pavyzdi.

3.1 pavyzdys. Nagrinékime stacionaru procesa X; (kuri vadinsime
FARUMA(O0, dy, d3, 0)) su nuliniu vidurkiu ir spektriniu tankiu

1 . .
fFy=5-1 —eM D MR 0<dy,dy < 1.
T

Misuy tikslas — iSreikSti §io proceso maiSantiji tanki per atitinkamuy FARIMA procesu
maiSanciuoius tankius, nusakytus (3.1) bei (3.2) lygybémis, t.y.
1) = (1= )1 (x),  @2(x) = (1 +0)2Pax),

ga Y1) = C@Dx 21 4 0l ), Ya(x) = Cldy)|x|~1+4)/2
(I —x)1—1,00(x), C(d;) :=C((1 —d;)/2) = cos(rrdi/Z)Tr’l, i = 1,2. Norint rasti
X; maiSanciojo tankio ¢(x) iSraiSka, pakanka uZrasyti kovariacing funkcija

L
Ux(h)Z/ll o(x) dx

— 2
:/1 @2 (x)x M (/1 @1 (y)dy )dx
1 I=x2 1A =y/x)A—xy)
1 |h| 1
o1(y)y / @2(x)dx
+ d
/1 1—y? ( —1 (l—X/J’)(l—Xy)> Y

1 A
- /1 ﬁ (P2 Fi(x, d) +¢1(x) Fa(x, d)) dx,

kur

| .
Fi(x):/ iNdy
1 (I =y/x)(A —xy)

Taigi, maiSantysis tankis ¢(x) turi pavidala
P(x) =) Fi(x, di) + @1 (x) Fa(x, d2),

kur, remiantis lygybe

1
B(b,c —b)F(a,b,c;7) :/ 11—t N1 — ) de,
0
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(¢ia B(p, q) —beta funkcija, F(a, b, c; 7) — hipergeometriné funkcija) ir (3.5),

L (1= y)d
F1(x,d1):/ I =Ty
1 (I =y/x)A —xy)

. d
= C(dl)/o yA+dD/2(1 — y/x)(1 — xy)

_ G 1/1 A—yh /1 -
TN S YTERA =y TS Sy yTERA =y

=Cd)B((1 —d)/2,1+d))(1—x)""'G(x,d))
2T +d1/2) Gx,d)
CJAT(@B+d)/2) 1—x

ClaGx,d)=F(A,(1—-d)/2,3+d)/2;1/x)—xF{,(1—-dy)/2,3+d1)/2; x).
Analogiskai

Fr(x,dy) = Fi(—x,dp),
ir todél turime:
C)(+0" 29T +d1/2)
o) =~ ST VA —)T(B+dy)/2)
Cand —0h 22T +dy/2)
xA+d0/2 (1 4+ x0)T((3 +d)/2)

G(x,d)1—1,0)(x)

G(—x,dy)1jp 1)(x).

Pastebésime, kad nulio aplinkoje tankio funkcija ¢(x) elgiasi kaip O (|x|@1742/2),
taigi yra integruojama Sio ypatingo tasko aplinkoje. TaSku —1 bei 1 aplinkose maiSan-
tysis tankis elgiasi atitinkamai kaip ¢, (x) ir ¢ (x). Kitu ypatingu tasky néra.

4. Baigiamosios pastabos

Tiek agregavimo, tiek ir deagregavimo uzdaviniai yra perspektyvi laiko eiluciu te-
matika. Svarbu yra tai, kad placia klase tolimos priklausomybeés procesu, atsiran-
danciy tokiose mokslo Sakose kaip makroekonomika, hidrologija, sociologija, gali-
ma gauti, agreguojant artimos priklausomybeés procesus su atsitiktiniais koeficientais,
pavyzdziui AR(1) procesus. Nagrin¢jant Siuos uzdavinius, svarbu Zinoti ne tik, kad
duotas procesas yra teoriskai deagreguojamas i tam tikra klase idiosinkratiniy elgsenos
procesu, bet ir mokeéti konstruoti pastaryju procesu atsitiktiniy parametry maisanciuo-
sius tankius. 3.1 teiginyje formuluojamas rezultatas is dalies leidZia tai padaryti. Jame
parodyta, kad procesams agreguotiems pagal AR(1) schema maiSantieji tankiai gali
biti gauti i§ paprastesniy arba anksCiau nusakyty agreguotuy pagal ta pacia AR(1)
schema maiSanciyju tankiu.

Tiek tiesioginis (agregavimo), tiek ir atvirkStinis (deagregavimo) uzdaviniai turi
daug neiSspresty klausimu, vieni svarbiausiy i§ kuriy yra susije su asimptotinémis
maiSanciyjy tankiy iverCiy savybémis.
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SUMMARY

D. Celov, R. Leipus. Time series aggregation, disaggregation and long memory

Large-scale aggregation and its inverse, disaggregation, problems are important in many fields of studies
like macroeconomics, astronomy, hydrology and sociology. It was shown in Granger (1980) that a certain
aggregation of random coefficient AR(1) models can lead to long memory output. Dacunha-Castelle and
Oppenheim (2001) explored the topic further, answering when and if a predefined long memory process
could be obtained as the result of aggregation of a specific class of individual processes. In this paper,
the disaggregation scheme of Leipus et al. (2006) is briefly discussed. Then disaggregation into AR(1) is
analyzed further, resulting in a theorem that helps, under corresponding assumptions, to constructa mixture
density for a given aggregated by AR(1) scheme process. Finally the theorem is illustrated by FARUMA
mixture density/Es example.

Keywords: mixture density, disaggregation, AR(1) aggregation, long memory.



