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Didžiausi ↪u nari ↪u imtyje santykio pasiskirstymas
ir moment

↪
u savybės

K
↪
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Reziumė. Šiame straipsnyje nagrinėjamas prof. V. Paulausko ir bendraautori ↪u ([1], [2]) pasiūlytas naujas

↪ivertis pasiskirstymo „uodegos“ indeksui nustatyti, suformuluojamos bei ↪irodomos didžiausi ↪u nari ↪u gru-
pelėje santykio k-t ↪uj ↪u moment ↪u savybės, kai k � 0.

Nagrinėsime pasiskirstymo funkcij
↪

u F , didelėms argumento x reikšmėms tenki-
nanči

↪
u s

↪
aryš

↪
i

F̄ (x)
def= 1 − F(x) = x−αL(x),

klas
↪
e. Koeficientas α > 0 yra vadinamas „uodegos“ indeksu, o funkcija L begalybės

aplinkoje yra lėtai kintanti:

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1 ∀t > 0.

Vienas iš paprasčiausi
↪

u šios klasės skirstini
↪

u – Pareto, kurio pasiskirstymo funkcijos
„uodega“ F̄ (x) = ( c

x
)α , c > 0, x > c. Nesunku pastebėti, kad „uodegos“ indeksui α

neviršijant dviej
↪

u atsitiktiniai dydžiai neturi dispersijos, o vieneto – ir vidurkio.
Nemažo dėmesio sunkia „uodega“ pasižymintys atsitiktiniai dydžiai susilaukė, kai

buvo pastebėta, jog akcij
↪

u gr
↪
ažos svyravimai vertybini

↪
u popieri

↪
u biržose, vandens ly-

gio svyravimai, vėjo greitis, ozono ar anglies monoksido koncentracija ore, o taip
pat katastrofinio pobūdžio reiškiniai pasižymi laipsniniu greičiu g

↪
estančiomis pa-

siskirstymo funkcijomis. Tai reiškia, jog ekstremalios reikšmės pasitaiko gerokai daž-
niau negu nagrinėjant atsitiktinius dydžius, kuri

↪
u pasiskirstymo funkcijos g

↪
esta ekspo-

nentiškai.
Tarkime, kad X1,X2, . . . ,XN yra nepriklausomi vienodai pasiskirst

↪
e atsitiktiniai

dydžiai, o XN,1 � XN,2 � . . . � XN,N – j ↪u variacinė seka. Vienas iš labiausiai žinom ↪u
ir dažniausiai praktikoje taikom ↪u parametro γ = 1/α Hilo

↪
ivertinys atrodo taip:

γN,k = 1

k − 1

k−1∑
i=1

lnXN,N−i+1 − lnXN,N−k+1.

V. Paulausko ir bendraautori
↪

u pasiūlytas
↪
ivertis (žr. [1], [2]) iš esmės skiriasi

nuo kit
↪

u, dažniausiai užrašom
↪

u naudojant logaritmines išraiškas, „uodegos“ indekso
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↪
iverči

↪
u. Padalinkime atsitiktini

↪
u dydži

↪
u sek

↪
a X1, . . . ,XN ↪

i n lygi
↪

u grupi
↪

u V1, . . . ,Vn,
turinči ↪u po m atsitiktini ↪u dydži ↪u, paprastumo dėlei laikydami, jog N = nm. Tegu

M
(1)
ni = max{Xj : Xj ∈ Vi},

o M
(2)
ni pažymėkime antr

↪
aj

↪
i pagal dyd

↪
i tos pačios grupės Vi element

↪
a. Tada apibrėžki-

me

κni = M
(2)
ni

M
(1)
ni

, Sn =
n∑

i=1

κni , Zn = n−1Sn.

Iš [2] straipsnyje pateikiamo
↪
irodymo seka, jog kai N → ∞, m → ∞ ir n auga

↪
i

begalyb
↪
e kaip, pavyzdžiui, laipsninė N funkcija (n = CNb , C > 0, b ∈ (0; 1)), tada

Zn
b.t.−→ α

α + 1
. (1)

Pastarajame straipsnyje taip pat pateikiamas atsitiktini ↪u dydži ↪u κni , 1 � i � n,
konvergavimas pagal pasiskirstym

↪
a, gaunamas pasiremiant [3] straipsnio lema apie

variacinės sekos nari
↪

u pasiskirstym
↪
a:

κni
d−→ (

λ1

λ1 + λ2
)1/α, (2)

kai m → ∞. Čia λ1 ir λ2 yra nepriklausomi eksponentiniai atsitiktiniai dydžiai, kuri
↪

u
vidurkiai lygūs vienetui. Parodysime, jog Pareto atsitiktini

↪
u dydži

↪
u atveju viskas yra

gerokai paprasčiau – konvergavim
↪
a pakeičia lygybės ženklas. Šis rezultatas yra ži-

nomas ir naudojamas kaip pagalbinis antrajam teiginiui, kuris jau formuluojamas bei

↪
irodomas grynai prof. V. Paulausko ir bendraautori ↪u pasiūlyto naujojo „uodegos“ in-
dekso

↪
iverčio savybėms pagr

↪
isti. Neradus k

↪
a pacituoti, žemiau pateikiamas elemen-

tarus pirmojo teiginio
↪
irodymas.

1 TEIGINYS. Tarkime, jog turime m nepriklausom ↪u Pareto atsitiktini ↪u dydži ↪u
X1,X2, . . . ,Xm, kuri

↪
u pasiskirstymo funkcija F(x) = 1 − x−α, α > 0, x � 1.

Pažymėkime didžiausi
↪

a atsitiktin
↪
i dyd

↪
i X∗

1 = max{X1,X2, . . . ,Xm}, antr
↪

a pagal
didum

↪
a atsitiktin

↪
i dyd

↪
i pažymėkime X∗

2 ir apibrėžkime atsitiktin
↪
i dyd

↪
i

κ = X∗
2

X∗
1
.

Tada nepriklausomai nuo atsitiktini ↪u dydži ↪u skaičiaus m

P (κ � x) = xα, x ∈ [0; 1], ir Eκ = α

α + 1
.

↪
Irodymas. Pažymėkime X∗

1 � X∗
2 � . . . � X∗

m nagrinėjam
↪

u atsitiktini
↪

u dydži
↪

u
X1,X2, . . . ,Xm variacin

↪
e sek

↪
a mažėjimo tvarka. Atsitiktiniai dydžiai X1,X2, . . . ,Xm
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toki
↪

a variacin
↪
e sek

↪
a gali sudaryti m(m − 1) . . .1 = m! skirtingais būdais. Kadangi

pažymėjim
↪

u sukeitimas skaičiuojant integral
↪

a jo reikšmės nekeičia,

P (κ � x) = m!
∫ ∞

1

∫ ∞

xm

∫ ∞

xm−1

. . .

∫ ∞

x3

∫ ∞
1
x x2

dF1(x)dF2(x) . . . dFm(x)

= xαm!
∫ ∞

1

∫ ∞

xm

∫ ∞

xm−1

. . .

∫ ∞

x3

αx−2α
2 dx2 dF3(x) . . . dFm(x)

= xα m!
2

∫ ∞

1

∫ ∞

xm

∫ ∞

xm−1

. . .

∫ ∞

x4

αx−3α
3 dx3 dF4(x) . . . dFm(x)

= . . . = xα m! · 1

2 · 3 · . . . · m = xα,

čia F1,F2, . . . ,Fm yra atsitiktini
↪

u dydži
↪

u X1,X2, . . . ,Xm pasiskirstymo funkcijos.
Tada atsitiktinio dydžio κ vidurkis

Eκ =
∫ 1

0
αxα dx = α

α + 1
.

Dabar pastebėkime, jog nesunkiai galime apskaičiuoti ir atsitiktini
↪

u dydži
↪

u κ mo-
mentus:

Eκk =
∫ 1

0
xkαxα−1 dx = α

α + k
,

kai k � 0. Tuo pačiu randame atsitiktinio dydžio κk dispersij
↪
a:

Dκk = Eκ2k − (
Eκk

)2 = α

α + 2k
−

( α

α + k

)2 = αk

(α + k)2(α + 2k)
.

Toliau nagrinėsime bendr
↪
aj

↪
i atvej

↪
i, kai atsitiktiniai dydžiai nebūtinai yra Pareto.

Prisimindami konvergavimo pagal pasiskirstym
↪
a (2) fakt

↪
a, t

↪
eskime skaičiavimus to-

liau:

P
( λ1

λ1 + λ2
� x

)
=

∫ ∞

0

∫ ∞
x1(1−x)

x

e−x1e−x2 dx2 dx1

=
∫ ∞

0
e−x1e− x1(1−x)

x dx1 =
∫ ∞

0
e− x1

x dx1 = x,

kai 0 < x � 1. Tada pastebėkime, jog

P

(( λ1

λ1 + λ2

)1/α
� x

)
= P

( λ1

λ1 + λ2
� xα

)
= xα.

Kadangi su šiuo pasiskirstymu jau susidūrėme, belieka tinkamai suformuluoti k
↪

a tik

↪
irodyt

↪
a teigin

↪
i.
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2 TEIGINYS. Tarkime, jog turime m nepriklausom
↪

u teigiam
↪

u atsitiktini
↪

u dydži
↪

u
X1,X2, . . . ,Xm, kuri

↪
u pasiskirstymo „uodegos“ indeksas yra lygus α. Pažymėkime

didžiausi ↪a atsitiktin
↪
i dyd

↪
i X∗

1 = max{X1,X2, . . . ,Xm}, antr ↪a pagal didum ↪a atsitiktin
↪
i

dyd
↪
i pažymėkime X∗

2 ir apibrėžkime atsitiktin
↪
i dyd

↪
i

κ = X∗
2

X∗
1
.

Tada atsitiktinis dydis κ , kai m → ∞, pagal pasiskirstym
↪

a konverguoja
↪
i atsitiktin

↪
i

dyd
↪
i χ , kuriam yra teisinga

P (χ � x) = xα ir Eχk = α

α + k
, k � 0.

Remiantis pirmuoju teiginiu dabar galima paaiškinti, kodėl nustatant Pareto atsi-
tiktini

↪
u dydži

↪
u indekso reikšm

↪
e nari

↪
u grupelėje skaiči

↪
u m geriausia imti lyg

↪
u dviem.

Kaip matyti iš
↪
irodyt ↪u rezultat ↪u, didėjant nari ↪u skaičiui grupelėje atsitiktini ↪u dydži ↪u

κ pasiskirstymas išlieka tas pats, tačiau mažėja pači
↪

u grupeli
↪

u skaičius. Skaičiuo-
jant vidutin

↪
e atsitiktini

↪
u dydži

↪
u κ reikšm

↪
e Zn, akivaizdu, jog rekomenduojamu atveju

m = 2 turėsime mažiausi
↪

a „uodegos“ indekso
↪
iverčio dispersij

↪
a, tuo tarpu vidurkis

išliks toks pat.
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SUMMARY

K. Gadeikis. Distribution and moment characteristics of a quotient of heavy-tailed random variables

Let us deal with positive i.i.d. random variables X1, . . . ,Xm having a tail index α. Calculating a quotient
of two biggest members in the set, we obtain a new random variable and investigate its distribution and
moment properties. The method itself was proposed by prof. V.Paulauskas and co-authors in [1] and [2].
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