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Didziausiu nariy imtyje santykio pasiskirstymas
ir momenty savybes
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Reziumé. Siame straipsnyje nagrinéjamas prof. V. Paulausko ir bendraautoriy ([1], [2]) pasifilytas naujas
ivertis pasiskirstymo ,,uodegos* indeksui nustatyti, suformuluojamos bei jrodomos didZiausiy nariy gru-
peléje santykio k-tyju momenty savybes, kai k > 0.

Nagrinésime pasiskirstymo funkciju F, dideléms argumento x reikSméms tenki-
nanciy sarysi

Fo)Y 11— Fo)y=x"L(x).

klas¢. Koeficientas o > 0 yra vadinamas ,,uodegos‘ indeksu, o funkcija L begalybés
aplinkoje yra létai kintanti:

Lo _ 1 viso

m
x—o00 L(x)

Vienas iS paprasciausiu Sios klasés skirstiniu — Pareto, kurio pasiskirstymo funkcijos
,uodega® F(x) = (f)“, ¢ > 0, x > c¢. Nesunku pastebéti, kad ,,uodegos* indeksui o
nevirSijant dvieju atsitiktiniai dydZziai neturi dispersijos, o vieneto — ir vidurkio.

Nemazo démesio sunkia ,,uodega* pasizymintys atsitiktiniai dydziai susilauké, kai
buvo pastebéta, jog akciju graZos svyravimai vertybiniu popieriu birZose, vandens ly-
gio svyravimai, véjo greitis, ozono ar anglies monoksido koncentracija ore, o taip
pat katastrofinio pobiidzio reiSkiniai pasizymi laipsniniu greiiu gestanciomis pa-
siskirstymo funkcijomis. Tai reiskia, jog ekstremalios reikSmes pasitaiko gerokai daz-
niau negu nagrinéjant atsitiktinius dydZius, kuriy pasiskirstymo funkcijos gesta ekspo-
nentiSkai.

Tarkime, kad X, X5, ..., Xy yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ atsitiktiniai
dydziai, 0 Xn,1 < Xn,2 <... < Xy, n —Jju variaciné seka. Vienas iS labiausiai Zinomuy
ir dazniausiai praktikoje taikomy parametro y = 1/« Hilo ivertinys atrodo taip:

k—1

1
YNK=TT ZIHXN,AHH —InXy N—kt1-
i=1

V. Paulausko ir bendraautoriy pasitlytas ivertis (Zr. [1], [2]) i esmés skiriasi
nuo kity, dazniausiai uZraSomy naudojant logaritmines iSraiskas, ,,uodegos indekso
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iverCiy. Padalinkime atsitiktiniu dydziu seka X1, ..., Xy in lygiu grupiu Vi,...,V,,
turin€iy po m atsitiktiniu dydZiu, paprastumo délei laikydami, jog N = nm. Tegu

¢y .
M, =max{X;: X; eV},

o MIEZZ.) pazymékime antraji pagal dydi tos pacios grupés V; elementa. Tada apibrezki-
me
2) n
M
Kni:_ni, Sn:ZKni, Zn:nilsn-
MY ;
ni i=1
I8 [2] straipsnyje pateikiamo irodymo seka, jog kai N — oo, m — o0 ir n auga i
begalybe kaip, pavyzdZiui, laipsniné N funkcija (n = CN?, C > 0, b € (0; 1)), tada

z, s <
oa+1

D

Pastarajame straipsnyje taip pat pateikiamas atsitiktiniu dydziu «,;, 1 <i < n,
konvergavimas pagal pasiskirstyma, gaunamas pasiremiant [3] straipsnio lema apie
variacinés sekos nariy pasiskirstyma:

i —> (—— , 2
Kni ()\1_'_)\2) (2)

kai m — oo. Cia Ap ir A, yra nepriklausomi eksponentiniai atsitiktiniai dydziai, kuriy
vidurkiai lygiis vienetui. Parodysime, jog Pareto atsitiktiniuy dydZziy atveju viskas yra
gerokai paprastiau — konvergavima pakeitia lygybés Zenklas. Sis rezultatas yra Zi-
nomas ir naudojamas kaip pagalbinis antrajam teiginiui, kuris jau formuluojamas bei
irodomas grynai prof. V. Paulausko ir bendraautoriy pasiiilyto naujojo ,,uodegos‘ in-
dekso jvercio savybéms pagristi. Neradus ka pacituoti, Zemiau pateikiamas elemen-
tarus pirmojo teiginio irodymas.

1 TEIGINYS. Tarkime, jog turime m nepriklausomy Pareto atsitiktiniu dydZiu
X1, X2, ..., Xy, kuriy pasiskirstymo funkcija F(x) =1 —x7% o >0, x > 1.
PaZymékime didZiausiq atsitiktini dydi X| = max{Xy,X>,...,X,,}, antra pagal
didumq atsitiktini dydj paZymékime X3 ir apibréZkime atsitikting dydj

*
1

Tada nepriklausomai nuo atsitiktiniy dydZiu skaic¢iaus m

Pk <x)=x%, €[0;1], ir Ex = .
k<x)=x x[]HKa—l—l

[rodymas. Pazymékime X7 > X5 > ... > X, nagrin¢jamy atsitiktiniu dydZiy
X1, X2, ..., X, variacing seka maz¢jimo tvarka. Atsitiktiniai dydziai X1, X, ..., X,
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tokia variacing seka gali sudaryti m(m — 1)...1 = m! skirtingais biidais. Kadangi
pazyméjimuy sukeitimas skaiCiuojant integrala jo reikSmes nekeicia,

P(/céx):m!/ / / / ﬁ dFi(x)dFa(x)...dF,(x)
1 Xm X1 X3 JyX2
:x“m!/ / / / ax;zadxzng(x)... dF,,(x)
1 Xm Y Xm—1 X3
L

o

o0
ax;*%‘ dx3dFs(x)... dF,,(x)

= =xY — =x“,

2.3-....-m

¢ia Fy, F,, ..., F,, yra atsitiktiniu dydziu X, X3, ..., X, pasiskirstymo funkcijos.
Tada atsitiktinio dydzio « vidurkis

1
E/c:/ ax®dx = o )
0 a+1

Dabar pastebékime, jog nesunkiai galime apskaicCiuoti ir atsitiktiniy dydziy « mo-
mentus:

1 o
Exc* :/ Kax?dx = ,
0 o+k

kai k > 0. Tuo paiu randame atsitiktinio dydZio «* dispersija:

2 k
Dik = Ex?* — (E/ck)2 =% _ ( o ) = « .
o+ 2k a+k (o + k)2 (a0 + 2k)

Toliau nagrinésime bendraji atveji, kai atsitiktiniai dydZiai nebitinai yra Pareto.
Prisimindami konvergavimo pagal pasiskirstyma (2) fakta, teskime skaiciavimus to-

liau:
P( / / e e 2 dxydxg
)\’1 _‘_)\’2 3(1(1 x)

—x x1(1=x) 0 7.3(_1
= e lem T x dx; = ~ dx; =x,
0 0

kai 0 < x < 1. Tada pastebékime, jog

A 1/a A
() <) =l =) =
M+ A M+ A

Kadangi su Siuo pasiskirstymu jau susidiiréme, belieka tinkamai suformuluoti ka tik
irodyta teigini.
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2 TEIGINYS. Tarkime, jog turime m nepriklausomy teigiamy atsitiktiniy dydZiy
X1, X2, ..., X, kuriy pasiskirstymo ,,uodegos* indeksas yra lygus o. PaZymékime
didZiausia atsitiktini dydi X7 = max{X1, X», ..., X,,}, antra pagal diduma atsitiktinj
dydj pazymekime X ir apibréZkime atsitiktini dydj

X*
=5
Xl
Tada atsitiktinis dydis k, kai m — 0o, pagal pasiskirstyma konverguoja i atsitikting
dydi x, kuriam yra teisinga
o

P(x<x)=x% ir Ex¥= ,
(x <x) ir Ex ok

Remiantis pirmuoju teiginiu dabar galima paaiskinti, kodél nustatant Pareto atsi-
tiktiniu dydziuy indekso reikSme nariy grupeléje skaiciy m geriausia imti lygu dviem.
Kaip matyti i irodyty rezultatu, didéjant nariy skaiciui grupeléje atsitiktiniu dydziuy
k pasiskirstymas iSlieka tas pats, taCiau mazéja paciu grupeliy skaiCius. Skaiciuo-
jant viduting atsitiktiniy dydziu « reikSme Z,,, akivaizdu, jog rekomenduojamu atveju
m = 2 turésime maziausia ,,uodegos* indekso ivercio dispersija, tuo tarpu vidurkis
i8liks toks pat.
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SUMMARY

K. Gadeikis. Distribution and moment characteristics of a quotient of heavy-tailed random variables

Let us deal with positive i.i.d. random variables X1, ..., X, having a tail index «. Calculating a quotient
of two biggest members in the set, we obtain a new random variable and investigate its distribution and
moment properties. The method itself was proposed by prof. V.Paulauskas and co-authorsin [1] and [2].
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