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1. Ivadas

Statistiniy metodu taikyme daznai susiduriama su imties pasiskirstymo tankio vertini-
mo uzdaviniu. Jei pasiskirstymo tankiuy Seima yra Zinoma, tuomet uZdavinio sprendi-
mas susiveda i keliy neZinomu parametry radima. Taciau ne visada biina Zinoma
parametriné skirstinio forma. Tuo atveju naudojami neparametriniai tankiy vertinimo
metodai. DaZniausiai Sie metodai reikalauja dideliu skaiciavimuy, dél ko ju taikymas
néra labai patrauklus.

Straipsnyje [14] buvo apZvelgti populiaris ir daznai praktikoje sutinkami nepara-
metriniai tankiy vertinimo algoritmai. Pateikiamas darbas yra minéto straipsnio tgsinys
— jame neparametriniai tankiy vertinimo metodai skirstiniy miSiniams taikomi kartu
su klasterizavimo procediromis, kuriy pagalba atliekamas daugiamodalinio tankio
analizés suvedimas | vienamodaliniy tankiy vertinima. [vertinus tankj ir taikant Ba-
jeso metodologija atlickamas perklasterizavimas, kuris leidZia patikslinus klasterius
atlikti pakartotinj tankiy vertinima.

Sis straipsnis sudarytas taip: 2 dalyje aprasytos imties klasterizavimo procediiros; 3
dalyje pateiktas vienas populiariausiy klasteriu skaiciaus nustatymo algoritmu, skirty
geometriniam klasterizavimui; 4 dalyje trumpai apZvelgiami pasiskirstymo tankiy
ivertiniy algoritmai; 5 dalis talpina skaitinio modeliavimo rezultatus; 6 dalyje pateiktos
i§vados.

2. Tirtos klasterizavimo procediuros

Klasteriy formavimo metoduy yra daug. Jie skirstomi pagal tai, kaip parenkami
panasumo matai, atstumo tarp klasteriu nustatymo kriterijai bei kokia skirstymo i
klasterius strategija. Pagal skirstymo i klasterius strategija i§skiriamos dvi pagrindinés
klasterinés analizés geometriniu metody klasés — hierarchiniai ir nehierarchiniai meto-
dai. Siame darbe buvo nagrinétos ios klasterizavimo procediiros:

1) hierarchinis jungimo algoritmas su ivairiai apibréZtu atstumo matu tarp klasteriu
objekty;

2) k-vidurkiy algoritmas;

3) k-artimiausiy kaimynu algoritmas.
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Hierarchinis jungimo algoritmas. Kai i§ pradziu kiekvienas stebéjimas sudaro
atskira klasteri, o po to juos sujungiant galutiniame etape visi jie sudaro viena klasteri,

tai vadinama jungianciaja hierarchija. PaZymékime Sl.(k) i-taji k-lygio klasteri, n; —
steb¢jimu skaiCiu klasteryje; p(Sl(k), S,(,f )) — atstuma tarp klasteriy Sl(k) ir S,(,f ) Jun-
gianiosios hierarchijos algoritmo pradinis skaidinys yra §© = (Sfo), S,(,O)), Cia
SIQ = {X,}, k-lygio skaidinys S® = (S;k), . S,(j:)k) gaunamas i§ S*~1 skaidinio
apjungus klasteriu pora (S}, $3):

(57,85)= argmin p(S1, S2). (D
S1#S$
S1,8,es*=D

Galutine hierarchija sudaro idéty skaidiniuy sistema S O cs®c. . cst-b=x,
kuria galima vaizduoti grafiSkai medZio formos diagrama, vadinama dendrograma. Li-
teraturoje, pavyzdZiui [3], galima rasti daugybe ivairiu hierarchijos formavimo biidy.
Tyrime apsiribosime tolimiausio kaimyno, centroidy ir Ward metodais.

k-vidurkiy algoritmas. Si algoritma sudaro pradiniy klasteriy radimo metodas ir ite-
racinis algoritmas, kuris minimizuoja nuokrypiu kvadraty suma tarp klasteriu vidurkiu.
Uzduodami pradiniai taSkai, kurie laikomi klasteriu vidurkiais. Visi stebéjimai priski-
riami laikiniems klasteriams pagal maziausia atstuma iki uZduoty klasteriu vidurkiy.
Uzduoty klasteriy vidurkiai kei¢iami laikiny klasteriy vidurkiais ir procesas kartoja-
mas, kol klasteriai stabilizuojasi. Klasterizavimas yra paremtas Euklido atstumu ir
stebéjimai, esantys arti vienas kito, priskiriami tam paciam klasteriui, o stebéjimai,
nutole vienas nuo kito, — skirtingiems klasteriams [11].

k-artimiausiy kaimyny algoritmas. Klasterizavimas pradedamas nuo to, jog kiek-
vienas stebéjimas priklauso atskiram klasteriui. Toliau jungiami du klasteriai i viena:

e sudaromos visos imanomos poros i§ dvieju elementy;
e skaiCiuojamas tankis kiekvienai porai:

ni(x)
n-Vx)’

¢ia n;j(x) — i-tojo klasterio kaimynu (Euklido atstumo prasme artimiausiu
stebéjimu) skaiCius kartu priskaic¢iuojant ir pati stebéjima x, n — imties didumas,
V (x) — n; (x) sudaranciy steb¢jimy uZimamos erdveés hipertiiris;

e sujungiami du klasteriai, kuriy bendras tankis didZiausias.

Jilx) = @)

Toliau nagringjamas kiekvienas stebéjimas kartu su atitinkamu vieno ar keliy
kaimynu pagalba jvertintu tankiu (2). Tariama, kad tiriamas stebéjimas gali priklausyti
bet kuriam klasteriui ir tuo biidu randami jo k artimiausi kaimynai. Tiriamas steb&jimas
priskiriamas tam klasteriui, su kuriuo ji apjungus tankis (2) yra didZiausias ir ne maZzes-
nis nei apjungus su bet kuriuo kaimynu. Toks klasteriu tikslinimas baigiamas, kai klas-
teriai nusistovi ir ju struktiira nebesikeicia [6].

3. Klasteriu skaiciaus nustatymas

Viena i§ problemu, su kuria daZnai susiduriama klasterinéje analizéje, — tai klasteriy
skaiCiaus nustatymas. IS populiariausiy kriteriju labiausiai informatyviu laikomas Sar-
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lio kubinis klasterizavimo kriterijus CCC [15]. Taikant §j kriteriju tikrinamos tokios
hipotezés:

Hy: stebéjimu skirstinys daugiamatis tolygusis.

Hj: stebéjimuy skirstinys daugiamatis Gauso.

Teigiamuy CCC reikSmiy atveju Hp atmetama.

1— E(Rz)] nd*]2

ccC=1 [ ,
TR L0001 + E(R2)12

3)

Gia R2=1—[d* + Z?:d*ﬂ u?]/ Z?:l u%, n — stebéjimy skaiCius, r u; = s;/c, kai

L, . - . e ey
c=/g)dirv= ]_[f.i: 1 8i» q — Klasteriu skaicius, s; — hiperkubo kraStinés ilgis j-tos
projekcijos kryptimi, d* — didZiausias sveikasis skai¢ius maZesnis uz g, bet toks, kad
U 45 blity nemazesnis uZ vieneta,

ER2 ~1 d* 1 d ui (I’l—q)2 | 4 )
@=1-[Y e Y Oy

j=1

Jei CCC reik§més yra tarp O ir 2, tai tokia klasteriné struktiira yra galima. Jei
reik§mes yra didesnés uz 2, tai klasteriy skaicius parinktas tinkamai.

4. Nagrinéti tankiu vertinimo metodai

Siame darbe buvo nagrinéti ie pasiskirstymo tankiy statistiniai jvertiniai:

1) tikslinio projektavimo tankio ivertinys (PPDE);

2) adaptuotas branduolinis tankio ivertinys (AKDE);

3) pusiau parametrinis branduolinis pasiskirstymo tankio ivertinys (SKDE);

4) histosplaininis tankio ivertinys (HSDE).

PPDE, AKDE ir SKDE metodai nagrinéti [14] straipsnyje. Platesnis ju apra§ymas
yra [5, 8, 9] darbuose. Placiau aprasysime HSDE metoda [1].

Pasiskirstymo tankio vertinimas histosplainu susideda i§ dvieju etapu. Pirmame
etape sudaroma d-maté histograma. Antrame etape, jau turint histogramini tankio
iverti, ieSkoma daugiamacio splaino regresinés priklausomybés, leidZiancios patik-
slinti pirmame etape gauta tankio iverti.

Stebéjimy x projekciju i asis x), j = 1,...,d kitimo intervalai padalinami i [
daliniy intervaly ir jais apribotuose hiperkubuose randamas tankio jvertis:

n(cy)

e =

“)
Cia ¢y yra k-tasis hiperkubas, n(cy) yra i hiperkuba c; patenkanciy stebéjimuy skaicius,
ohj,j=1,...,d zZymi hiperkubo kraStines. Hiperkubu skai¢iu rekomenduojama
parinkti r = 1 + 3.32In(n), kadangi [ = /r turi buti sveikasis skailius, tai r parenka-
mas r = [T+ 3.32In(n)17.

Hiperkubu centruose apskaiciuotus ivercius aproksimuojant d-maciu splainu, pir-
miausia d-matis baigtinis atsitiktinis histogramos vidurio tasku tinklelis x padalinamas
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atitinkamai i s ir (d — s)-macius subtinklelius, x=(y,z), taip, kad z apibiidina regresijos
tiesing dali, t.y., priklausomybé tarp z ir tankio jverciy histogramos hiperkuby centruo-
se w yra tiesiné, o y apibiidina regresijos netiesine dali. (y,z) suskirstymas parenkamas
naudojant FiSerio kriteriju hipotezés apie modelio netiesiSkuma tikrinimui. Tada re-
gresijos lygtis atrodys taip:

wi =g (k) + 2B + ek, (&)
¢ia g yra neZinoma tolydi funkcija, B — neZinomas (d — s)-matis parametry vektorius,
oex,k=1,...,r yranepriklausomos atsitiktinés paklaidos, kuriu vidurkis 0.

Aproksimavimo d-maciu splainu procediira susideda i§ dviejy etapu. z 8 yra tiesiné
parametriné modelio dalis, o zx — tos regresijos nepriklausomi kintamieji. g(yx) yra
neparametriné modelio dalis.

Netiesiné regresijos dalies funkcija g(yx) apibréziama [2]:

N r
g =00+ Oiyki+ 8 E2(3k — ¥)), (6)
i=1 j=1

Gia E2(vk — ¥,) = 53= vk — v 117 InCllye = y; 1)

Taigi, regresijos lygties ivertinimas suvedamas i parametru (8, §,0) radima. Pa-
zymeéjus K=(K)yj = Ex(yx — yj) it T= (T)xj = (yx;), koeficientai (B, §, 6) randami
maziausiy kvadraty metodu minimizuojant funkcija S(B, §, 0):

S(B,8,6)=1+Ily —T0 — K5 — 28| (7)

r

5. Eksperimentinis tyrimas

Auksciau apraSyty neparametriniy tankiy vertinimo algoritmuy tikslumo tyrimas atlik-
tas Monte Karlo metodu. Toks algoritmu palyginimo buidas sudaré galimybes iSmatuoti
tikrasias tankiy reikSmes kiekviename stebimame taske ir taip ivertinti algoritmu tik-
sluma. Tyrima sudaro trys dalys:

a) tankiu vertinimas, kai duomenys néra klasterizuojami;

b) atlieckamas pradinis duomenu suskaidymas i klasterius ir tuomet kiekviename
klasteryje atskirai ivertinamas tankis;

c) antroje dalyje gauti tankio iver¢iai panaudojami duomenu perklasterizavimui
taikant Bajeso principa ir aposterioriniy tikimybiu 7;(x) =P{v = i|X = x}

.....

kuriai priklauso stebimas objektas, numeris. Duomenys perklasterizuojami tam,
kad bty patikslintas pradinis suskaidymas ir dar karta, i§ naujo, atliekamas tankio
vertinimas. Si klasterizavimo procediira rekurentisSkai atliekama keleta karty.
Naudojami triju tipu (vienos modos, dvieju modu maZzai persidengiantis ir dvieju
moduy stipriai persidengiantis) daugiamaciai (d = 2, d = 5) Gauso ir Kosi skirstiniu su
nepriklausomomis komponentémis miSiniai. Duomenu skirstiniu tankiy miSiniai:
q
Gauso miSinys: Z pi fn(x,m;, o),

i=1
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q
Kosi miSinys: Z pi fo(x,m;, u;)

i=1
su apribojimais
q
Zpi=1, pi>0, i=1,...,4q,
i=1
1 d
fN(x’mi’“'z)=d7/—eXp{‘% %(Xj—mij>2}’
i ]—[jzl 2moij j=10'ij
d -
fe(x,mi,ui) = 4 :
,-1:[1 wluf; + (xj —mij)?]

Skirstiniy parametry reikSmeés parinktos tokios pat kaip ir J.N. Hwang, S.R. Lay ir
A. Lippman [9] darbe. Kiekvieno tipo duomenims (tiek Gauso, tiek Kosi miSiniams)
skirtingiems matavimams (d = 2,d = 5) generuotos ivairaus dydzio imtys (50, 100,
200, 400, 800, 1600, 3200).

Tankiy vertinimo tikslumui iSreiksti skai¢iuojama vidutiné kvadratiné paklaida:

n

— 1 £ 2
=3 (FX@)~ fX@))"

t=1

Kiekvienu atveju apskaiciuoti paklaidy 8 aritmetiniai vidurkiai § gauti sugeneravus
100 nepriklausomy im¢iy.

Tyrimo rezultatai. Atlikto kompiuterinio eksperimento rezultatai pilnai patvirtino
darbo [14] iSvada apie klasterizavimo tikslinguma. Paklaidos § priklausomybé nuo
imties dydZio ir atstumo tarp vertinamo tankio virSiiniu buvo panasi (kokybiniu
poziiiriu). Duomeny klasterizavimas ivairiais metodais, bendru atveju, labiausiai rezul-
tatus pagerino daZniausiai maZoms imtims, kadangi maZo didumo imtys dazniau buvo
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1 pav. Paklaidy priklausomybé nuo imties dydzio (Kosi skirstinys, k-artimiausiy kaimynu klasterizavimo
procedira).
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skirstomos i didesni klasteriu skai¢iu nei didesnio didumo imtys. Kosi tipo skirtiniams
rezultatai pageréjo Zenkliau lyginant su Gauso tipo skirstiniais. Tankiuy iverciuy tikslu-
mui buvo stebéta didZiausia k-artimiausiy kaimynu klasterizavimo procediiros itaka.

Paklaidos priklausomybe nuo imties dydzio iliustruoja 1 pav. Jame vaizduojami

Kosi vienamodaliniy tankiy tyrimo rezultatai, ¢ia punktyrine linija Zymima neklas-
terizuoty duomenu pasiskirstymo tankio iverciy paklaidos, o iStisine — k-artimiausiy
kaimynu procedira atlikus pradini duomenu klasterizavima. Tiriant kitus modelius
nustatytos tos pacios tendencijos.

6. ISvados

1. Kosi dvimacius miSinius geriausiai vertina adaptuotas branduolinis ir pusiau para-
metrinis branduolinis metodai, o penkiamacius — tikslinio projektavimo metodas.

2. Gauso dvimacius miSinius geriausiai vertina adaptuotas branduolinis metodas, o

penkiamacius — pusiau parametrinis branduolinis ir tikslinio projektavimo meto-
dai.

3. Histosplaininis tankiu vertinimo metodas yra konkurencingas su kitais esant

mazo matavimo duomenims. Didesnio matavimo duomenims Sis metodas duoda
blogesnius rezultatus lyginant su kitais metodais.

4. Klasterizavimas tirtais metodais bei perklasterizavimas pagerino tankiy vertinimo

10.
11.

12.

14.

rezultatus tik KoS$i miSiniy atveju.
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SUMMARY

R. Smidtaité, T. Ruzgas. Research of nonparametric density estimation algorithms by applying clustering
methods

One of the ways to improve the accuracy of probability density estimation is multi-mode density treating as
the mixture of single-mode one. In this paper we offer to use data clustering in the first place and to estimate
density in every cluster separately. To objectively compare the performance, Monte Carlo approximation is
used. While using various methods to evaluate the accuracy of probability density estimations we tried to
use clustered and not clustered data. In this paper we also tried to reveal the usefulness of using clustering
for data generated by single-mode and multi-mode distributions.

Keywords: nonparametric density estimation, sample clustering, Monte-Carlo method.



