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1. Ivadas

Viena i§ pagrindiniy finansu matematikos problemu yra sukurti pakankamai adek-
vaty matematini modeli finansuy rinku aktyvuy, tokiu kaip, akciju kainy, akciju indeksu,
palikanu normy bei valiuty kursu dinamikai analizuoti. Investuotojas, turédamas ak-
tyvu vertés dinamikos modelj, gali:

o teorifkai ikainoti pasirinkimo, i§ankstinius ir ateities sandorius bei kitus iSves-

tinius vertybinius popierius,

e jvertinti rizika, susieta su rizikingy vertybiniy popieriy portfelio turéjimu bei ja

valdyti.

Klasikinis buidas aprasyti kainy dinamika yra kiekvienam aktyvui apibréZti difuzini
procesa, t.y. stochastini integrala arba stochasting diferencialing lygti, kai atsitiktinu-
mas yra valdomas Brauno judesio procesu. Labiausiai tikétina, kad Brauno judesio
proceso platus panaudojimas, aprasant finansiniy aktyvuy kainuy dinamika, susijes su
galimybe gauti analizines raiSkas. Paprasc¢iausiy iSvestiniy vertybiniu popieriu kainos
iSreiSkiamos per Gauso skirstinj ir lengvai skai¢iuojamos.

Deja, pastaraisiais metais vis didesni démesi tyréjai skiria stochastiniams mode-
liams, besiskiriantiems nuo klasikiniu difuziniy modeliu. Empiriniai tyrimai parode,
kad Brauno procesas ne visiskai adekvaciai apraso kainy atsitiktini procesa. ApZvelgus
uzsienio autoriu publikacijas [1, 2], buvo iSskirtos tokios kainy dinamikos empirinés
savybés: skirstiniai turi ,,sunkias uodegas*, pasitaiko kainu sklaidos klasteriai, retkar-
Ciais biina dideli kainy Suoliai, daZnai nepasitvirtina prielaidos apie Gauso skirtinj,
o modelio parametrai dazniausiai néra pastoviis. Kai kurie autoriai sitilo normaluji
skirstini pakeisti kitais, labiau tinkanciais skirstiniais. Tokiu skirstiniy, kurie atspindi
asimetriSkuma, ekscesg ir kitas savybes pavyzdZiai yra: Gama (Variance Gamma [3]),
atvirkstinis Gauso (the Normal Inverse Gaussian [4], CGMY (pavadintas mokslininky
Carr, Geman, Madan and Yor pirmosiomis raidémis [5]), Hiperbolinis (the Hyperbolic
Model [6]) bei Meiksnerio (the Meixner distribution [7]). Naudojant Siuos skirstinius,
kuriami Levy procesu pagristi modeliai. Tokiy modeliu pagrindinis trilkumas yra tas,
kad jie analitiSkai yra pakankamai sudétingi ir sunkai pritaikomi praktiniams uzda-
viniams spresti. Todél pastaruoju metu kaip alternatyva tokiems modeliams placiai
naudojamas skaitinis modeliavimas (imitavimas), kuris Zenkliai suprastina praktiniy
uzdaviniy sprendima.
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Kadangi daugelis procesu, kuriais sitiloma apraSyti kainy dinamika, turi Markovo
proceso savybiu, tai tikslinga kainu kitima aprasyti Markovo procesu. Siame straip-
snyje pateikti finansiniy aktyvuy vertés dinamikos modeliavimo algoritmo, pagristo

Markovo procesu su tolydZiuoju laiku ir skaicia biiseny aibe, pagrindiniai principai.

2. Finansiniu aktyvu vertés dinamikos Markovo savybé

Kainy dinamika atspindi atsitiktini aktyvy vertés kitima laike. Daugelis autoriy [8, 9]
mano, kad atsitiktinis kainy elgesys susijes su efektyviosios rinkos hipoteze (ERH). Si
hipotezé teigia, kad praeities informacija apie finansy rinkas visiskai atsispindi esamo-
siose finansiniy aktyvuy kainose ir kad rinkos akimirksniu reaguoja i nauja informa-
cija apie aktyvus. IS Siuy prielaidu iSplaukia, kad aktyvu kainy atsitiktini kitima galima
aprasyti Markovo procesu.

Daznai finansiniy rinky matematiniy modeliy kiiréjai mano, kad akciju kainos kinta
pagal Markovo procesa. Vertybiniu popieriy kainu dinamikos modeliavimas, panaudo-
jant §i procesa, yra naudingas dél to, kad jis pakankamai gerai atspindi tikrasias akciju
kainas bei Markovo savybé leidZia suprastinti skai¢iavimo algoritmus. Jeigu akcijos
kaina kinta pagal Markovo procesa, tai jos prognozuojama kaina ateityje nepriklauso
nuo kainos prie§ savaite, prie§ ménesi ar prie§ metus. Ateities prognozei pakanka Zinoti
akcijos kaina esamuoju momentu. Busimoji akcijos kaina yra neapibrézta ir todél gali
biiti aprasyta tik tam tikru tikimybiniu skirstiniu. IS Markovo savybés iSplaukia, kad
kainos tikimybinis skirstinys tam tikru laiko momentu ateityje nepriklauso nuo to kaip
akcijos kaina kito praeityje iki dabarties.

Tarkime, kad akcijos kainuy dinamika apraSoma Markovo procesu S = {S;, 0 <
t < T}, o jo filtravima pazymékime F = {F;, 0 < ¢ < T} (intuityviai F; atspindi
visa rinkos informacija iki momento t). ApibréZkime funkcija f: E[f(St)|F;] =
E[f(ST)|S:]. Tarkime, kad akcijos kainu procesas gali priimti reikSmes i$ skaicios
biiseny aibés E. Jei S; = j € E, tai sakysime, kad ,,procesas yra blisenoje j laiko mo-
mentu . DaZniausiai biisena laikoma skaliaru, taciau kartais patogiau laikyti, kad ji
yra vektorius. Aktyvy kainy modeliavimas siejasi su naujos informacijos, kuri itakoja
kainas, modeliavimu.

3. Aktyvu kainu dinamikos tikimybiu skirstinio konstravimas

Sukursime akcijos kainos dinamikos modeli, apraSoma Markovo procesu su tolydZiuo-
ju laiku ir skaicia biiseny aibe. Norédami rasti biiseny aibe ir peréjimo tikimybiy
matrica tarp ju, turime sukonstruoti konkrecios akcijos kainuy kilimo ir kritimo skirs-
tinius. Tam, kad procesas butyu Markovo trukmés tarp busenu pasikeitimo skirsti-
nis turi biiti eksponentinis. Paprastai Si salyga néra iSpildoma. NeZinomam skirs-
tiniui aproksimuoti panaudosime fiktyviu eksponentiniu faziu metoda [10]. Jis lei-
dzia akcijy kainy peréjimo i§ vienos biisenos i kita intensyvumus, t. y. trukme tarp
busenuy pasikeitimo apraSyti tiesine atsitiktiniy dydziu kombinacija. Kainos kitimas
apraSomas nuoseklia k faziy, turinCiu eksponentinius skirstinius su parametrais u;,
Jj=1,2,...,k, seka. Po j fazés su tikimybe (1 —a;) §i seka yra palickama. Tik viena
akcijos kaina gali buti faziy strukttiroje ir tik vienoje fazéje bet kuriuo laiko momentu.
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Tarkime, kad teigiamo atsitiktinio dydzio Z (akcijos kainos peréjimo i§ vienos
bisenos i kita trumé) pasiskirstymo funkcija yra G(z). Aproksimuokime G(z) ekspo-
nentiniy skirstiniu sasuku miSiniu. Tarkime, kad egzistuoja skirstinio G(z) pirmieji
trys pradiniai momentai my, k = 1, 3. Jie gali buti Zinomi arba gauti ju statistiniai
iverciai i§ stebétu duomenu. Sukonstruokime kita atsitiktini dydi Y tokiu biidu:

Yl(l) su tikimybe p»;
Yl(l) n Y2(2> su tikimybe pqp2;

Yl(l) + Y2(2) +...+ Yz(”) su tikimybe p{’_l - p2;

Cia Yl.(J ), i =1,2; j =1,n yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal
eksponentini désni su tankio funkcijomis u;e #i’; p; + po = 1. Atsitiktinis dydis Y
lygus nepriklausomu eksponentiskai pasiskirsciusiu atsitiktiniy dydzZiu sumai su atsi-
tiktiniu démenuy skai¢iumi N, pasiskirs¢iusiu pagal geometrinj désni. Sio dydZio tankio
funkcija yra [11]

F () = p2p (7“2 R e L e*““’”). (2)
H2p2 — K1 H2p2 — K1
Lengva jsitikinti, jei ;1 = o, tai atsitiktinio dydZio Y tankio funkcija

F () = papoe™H2P2Y,

Apibrézkime atsitiktini dydi X tokiu biidu:

XY= { X su tikimybe p», 3)

X1+ X2 sutikimybe pi,
¢ia X1 ir X, nepriklausomi eksponentiSkai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai atitinkamai
su parametrais (1 ir pauo; p1+ p2 = 1.

TEIGINYS. Atsitiktiniy dydZiy X ir Y, apibréZty (3) ir (1) raiskomis, skirstiniai yra
vienodi.

[rodymas. Parodysime, kad dydZiy X ir Y tankio funkcijos sutampa. Pasinaudoje
rezultatu, gautu [12], randame atsitiktinio dydZio X tankio funkcija
P11

f) =pre™ 4 ———
P12 — 11

(Mle—mx _ pzuze—sz)C)‘
Po algebriniy pertvarkymu gauname tokia raiska:

fx)= P2M1<Me_“1x _ %C—Pzﬂzx). 4)
H2p2 — M1 H2p2 — U1

Matome, kad (2) ir (4) iSraiskos sutampa.
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Pastaba. Atsitiktinis dydis, apibréZtas (3) raiska, igalina automatizuoti finansinés
sistemos skaitmeninio modelio sudaryma. To neleisty atlikti atsitiktinio dydZio Y
raiSka, nes eksponentiniy faziy skaicius yra neapibréztas.

Norédami aproksimuoti a.d. Z tankio funkcija dydZio X tankiu (4), turime ivertinti
nezinomus parametrus i1, (2, p1 ir p2. Tam pakanka sulyginti abiejy atsitiktiniy dy-
dZiy tris pradinius momentus. Prie gauty lyg€iu prijunge salyga p1 + p2 = 1, gauname
netiesiniy lyg€iy sistema nezinomiems parametrams suskaiciuoti:

-popr rpo—pr papry
_ ( 2 T 2 2) =i
H2p2 — [ Wy w5 p5
20 popr p2— 1 papry
_ ( 3 3 3) =m2;
Hap2 — U1 15 592 ()
3L-popt (p2—p1 papry
— ( 5 4 4) =ms3;
M2p2 — [ Wy U5 D5
pit+p2=1
Lygciu sistemos (5) sprendinys yra toks:
g — g} my
M2=3—1, gk:_'y k:173;
g1 — 28182+ &3 k!
14+ p2g1 = \/(1 — 12g1)? +4a%(g> — g})
n1 = ;
2g1 —2u2(g2 — &%)
= ma(pigr—1)
pa(uigr =D +pm’
i
P2 (6)

(g — DAy

Eksponentiniy faziy grafiné struktiira pavaizduota 1 pav.

3
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1 pav. Dvieju eksponentiniy faziy diagrama.
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4. Lognormaliojo skirstinio aproksimavimas

Pateiksime lognormaliojo skirstinio aproksimavimo eksponentiniy faziy metodu
pavyzdi. Tarkime, kad turime lognormaluji atsitiktini dydi su tankio funkcija

1
(x) = ———=exp| — (Inx — A)z 202 , x>0, (7
§ ax~/2m p[ / ]
ir parametrais o = 0.9, A = —0.05. Sio skirstinio pirmieji trys pradiniai momentai
lygiis
m1 =1.42618, myp=4.57225 ir m3 = 28.3606. ®)

Tankio funkcija (7) aproksimuokime tankio funkcija (4), kurios parametrai, ap-
skaiCiuoti i§ (6), yra tokie:

w1 =0.75935, 2 =0.141605, p;=0.00559, pr=0.99441. 9)

Kai kurios funkciju f(x) ir g(x) reikSmeés ir grafikai pateikti 1 lenteléje ir 2 pav.

1 lentele
0,8
x f(x) g(x) o1
021 0516021 0,625453 06 J \
1,01 0437908 0,346414 ] \
2,01  0,156108 0,16609 05 \
3,01 0,064918 0,080123 044l =
401 0,030801  0,039041 03 X
5,01 0,016l 0,019329 ‘ 3\
6,01  0,009053  0,009808 0.2
7,01 0,005389  0,00516 01 "h
8,01 0003357 0,002852 . ~0

9,01 0,002172  0,001675

10,01  0,00145 0,001052
12.01  0.000697  0.000498 2 pav. Tikrosios ir aproksimuotos funkcijos grafikai.

0 2 4 6 8 10 12 14

5. Kainu biisenos ir peréjimo tikimybiu matrica

Siame skyrelyje bus panaudota ivykiy kalba akcijos kainy biisenoms ir peréjimo in-
tensyvumams tarp ju generuoti. Pasinaudodami pasirinktos akcijos istoriniais kainy
duomenimis, aproksimuojame kainy didéjimo ir maz¢jimo trukmiy tankio funkcijas
atitinkamai pagal formules

/,Lg —M7 _u Mgpg U
fu(y)=P?Mﬁ'(we Y — P ’“‘2”2y),
2P 1 2P 1
d_ .d d d
fa(y) = pf/ﬁ(%ef”ﬂ _ %ew‘z’ﬁy .
2Py — Mo Py — I
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Zinant $ias tankio funkcijas, galima apra$yti akcijos kainy kitimo dinamika
Markovo grandine su skai¢ia biiseny aibe ir tolydZiuoju laiku. Si procesa galima mo-
deliuoti pasinaudojus metodika, apraSyta [13].

Galimy ivykiu aibé susideda i$ 6 ivykiu

_fu u u u d d d _d
E—{61,62,63,64,el,ez,e3,e4},

ve

dia
el —prasidéjo kainos didéjimas;
ey — ba@gés@ ka@nos d@dé]}mo etapas p@rmojoje fazé]:e su t%k@mybe Py
e5 — ba¥gés¥ ka¥nos d}déymo etapas pirmojoje faze::]e su tikimybe p5;
ey —baigesi kainos didéjimo etapas antrojoje fazéje;
e‘li — prasidéjo kainos mazéjimas;
eg — baigési kainos mazéjimo etapas pirmojoje fazéje su tikimybe pf;
egl — baigési kainos mazéjimo etapas pirmojoje fazéje su tikimybe pg ;
ej — baigési kainos mazéjimo etapas antrojoje fazéje.
Per¢jimo intensyvumu aibé:

d d, d
Intens = {p, pyus. 14, P15}

dia

uy — intensyvumas, su kuriuo kainos didéjimas baigési pirmojoje fazéje;

ui p5 — intensyvumas, su kuriuo kainos didéjimas baigési antrojoje fazéje;

,uﬁl — intensyvumas, su kuriuo kainos mazéjimas baigési pirmojoje fazéje;

,ufll pg — intensyvumas, su kuriuo kainos mazéjimas baigési antrojoje fazéje.

Apibrésime kainy busenu aibe. Tarsime, kad yra Zinomos akcijos didZiausioji ir
maziausioji kainos, t.y. visos galimos kainos priklauso atkarpai [Smin, Smax]- Jeigu
pradiné akcijos kaina yra Sy, tai kitos reikSmés nustatomos is lygybiu

_Smax+Smin
_—2 ,
Sr=S8o+kA, k=1,...,n,
S_yr=8—kA, k=1,...,n,

So

_ Smax - Smin

A= ,
2n

Cia n parenkamas laisvai. Tokiu biidu viso yra 2n + 1 kainos busenuy. Sias kainy
biisenas suraSysime didéjancia tvarka ir gautaja aibg¢ paZymésime taip:

I={-n—(m-1),...,0,1,...,n}.

Modeliuojant akciju kainuy procesa nepakanka zinoti tik galimu kainu aibe, bet
reikia Zinoti ir kurioje fazéje yra modeliuojama kaina. Todél galima biiseny erdve
apibrésime kaip trimaciu vektoriy erdve

B={(b1.b2,b3)}, biel,
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0, jei akcijos kaina yra pusiausvyroje,

by =1 1, jeiakcijos kaina didéja pirmoje fazéje,
2, jei akcijos kaina didéja antroje fazéje;
0, jei akcijos kaina yra pusiausvyroje,

b3 =4 3, jeiakcijos kaina mazéja pirmoje fazéje,
4, jei akcijos kaina mazgéja antroje fazéje.

Norint sugeneruoti galimy biiseny erdve ir peréjimo intensyvumu matrica, kainy di-
namikos procesa reikia aprasyti ivykiu kalboje [13]. Dél ribotos apimties bus pateiktas
tik antrojo jvykio apraSymas.

egt if b2=1 and b1 <n
then by — by + 1; b — 2 end then
end if
Intens — i p
end ¢

Sukurtoji programiné priemoné pagal ivykiu apraSyma generuoja galimu busenuy
erdve, peréjimo intensyvumu matrica, sudaro lyg€iu sistema stacionarioms Markovo
proceso buseny tikimybéms suskaiCiuoti ir jas suranda. KonkreCios akcijos kainos
tikimybé suskaiCiuojama pagal formule

P(k):ZT[(k,bz,bj,), k=-n,---,n,
b1.,by

Cia m (k, by, b3) yra atitinkamos biisenos stacionarioji tikimybé.

6. ISvados

Darbe pateikta metodika kaip nezinoma aktyvu vertés pasikeitimo trukmés skirstini
aproksimuoti fiktyviy eksponentiniy faziy misiniu. Tai leidZia aktyvu dinamikos pro-
cesa aprasyti Markovo grandine su skaicia biisenu erdve ir tolydZiuoju laiku. Proce-
sui modeliuoti skaitiniu metodu yra sukurta programiné priemoné, kuri pagal siste-
mos funkcionavimo apraSyma ivykiu kalba sugeneruoja galimu kainuy biisenu aibe,
peréjimo intensyvumus tarp ju ir biiseny stacionariasias tikimybes. Zinant akciju
kainy skirstini, galima jkainoti i§vestinius vertybinius popierius bei valdyti vertybiniuy
popieriu portfelio rizika. Tolimesnis tyrimo tikslas yra realizuoti sukurta modeliavimo
metodika su realiais duomenimis.
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SUMMARY

E. Valakevicius. The numerical model of the dynamics of asset prices

In the article is proposed the algorithm how to model the dynamics of asset prices by Markov process with
continuous time and countable set of states.

Keywords: dynamics of asset prices, mixture of exponential distributions, Markov numerical model.



