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Eimutis VALAKEVIČIUS (KTU)
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1. ↪Ivadas

Viena iš pagrindini ↪u finans ↪u matematikos problem ↪u yra sukurti pakankamai adek-
vat ↪u matematin

↪
i model

↪
i finans ↪u rink ↪u aktyv ↪u, toki ↪u kaip, akcij ↪u kain ↪u, akcij ↪u indeks ↪u,

palūkan
↪

u norm
↪

u bei valiut
↪

u kurs
↪

u dinamikai analizuoti. Investuotojas, turėdamas ak-
tyv ↪u vertės dinamikos model

↪
i, gali:

• teoriškai
↪
ikainoti pasirinkimo, išankstinius ir ateities sandorius bei kitus išves-

tinius vertybinius popierius,
•

↪
ivertinti rizik

↪
a, susiet

↪
a su riziking

↪
u vertybini

↪
u popieri

↪
u portfelio turėjimu bei j

↪
a

valdyti.
Klasikinis būdas aprašyti kain ↪u dinamik ↪a yra kiekvienam aktyvui apibrėžti difuzin

↪
i

proces ↪a, t.y. stochastin
↪
i integral ↪a arba stochastin

↪
e diferencialin

↪
e lygt

↪
i, kai atsitiktinu-

mas yra valdomas Brauno judesio procesu. Labiausiai tikėtina, kad Brauno judesio
proceso platus panaudojimas, aprašant finansini ↪u aktyv ↪u kain ↪u dinamik ↪a, susij

↪
es su

galimybe gauti analizines raiškas. Paprasčiausi ↪u išvestini ↪u vertybini ↪u popieri ↪u kainos
išreiškiamos per Gauso skirstin

↪
i ir lengvai skaičiuojamos.

Deja, pastaraisiais metais vis didesn
↪
i dėmes

↪
i tyrėjai skiria stochastiniams mode-

liams, besiskiriantiems nuo klasikini ↪u difuzini ↪u modeli ↪u. Empiriniai tyrimai parodė,
kad Brauno procesas ne visiškai adekvačiai aprašo kain ↪u atsitiktin

↪
i proces ↪a. Apžvelgus

užsienio autori ↪u publikacijas [1, 2], buvo išskirtos tokios kain ↪u dinamikos empirinės
savybės: skirstiniai turi „sunkias uodegas“, pasitaiko kain ↪u sklaidos klasteriai, retkar-
čiais būna dideli kain

↪
u šuoliai, dažnai nepasitvirtina prielaidos apie Gauso skirtin

↪
i,

o modelio parametrai dažniausiai nėra pastovūs. Kai kurie autoriai siūlo normal ↪uj
↪
i

skirstin
↪
i pakeisti kitais, labiau tinkančiais skirstiniais. Toki ↪u skirstini ↪u, kurie atspindi

asimetriškum
↪
a, eksces

↪
a ir kitas savybes pavyzdžiai yra: Gama (Variance Gamma [3]),

atvirkštinis Gauso (the Normal Inverse Gaussian [4], CGMY (pavadintas mokslinink ↪u
Carr, Geman, Madan and Yor pirmosiomis raidėmis [5]), Hiperbolinis (the Hyperbolic
Model [6]) bei Meiksnerio (the Meixner distribution [7]). Naudojant šiuos skirstinius,
kuriami Levy procesu pagr

↪
isti modeliai. Toki ↪u modeli ↪u pagrindinis trūkumas yra tas,

kad jie analitiškai yra pakankamai sudėtingi ir sunkai pritaikomi praktiniams užda-
viniams spr

↪
esti. Todėl pastaruoju metu kaip alternatyva tokiems modeliams plačiai

naudojamas skaitinis modeliavimas (imitavimas), kuris ženkliai suprastina praktini ↪u
uždavini ↪u sprendim ↪a.
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Kadangi daugelis proces
↪

u, kuriais siūloma aprašyti kain
↪

u dinamik
↪
a, turi Markovo

proceso savybi ↪u, tai tikslinga kain ↪u kitim ↪a aprašyti Markovo procesu. Šiame straip-
snyje pateikti finansini ↪u aktyv ↪u vertės dinamikos modeliavimo algoritmo, pagr

↪
isto

Markovo procesu su tolydžiuoju laiku ir skaičia būsen ↪u aibe, pagrindiniai principai.

2. Finansini ↪u aktyv ↪u vertės dinamikos Markovo savybė

Kain ↪u dinamika atspindi atsitiktin
↪
i aktyv ↪u vertės kitim ↪a laike. Daugelis autori ↪u [8, 9]

mano, kad atsitiktinis kain ↪u elgesys susij
↪
es su efektyviosios rinkos hipoteze (ERH). Ši

hipotezė teigia, kad praeities informacija apie finans
↪

u rinkas visiškai atsispindi esamo-
siose finansini ↪u aktyv ↪u kainose ir kad rinkos akimirksniu reaguoja

↪
i nauj ↪a informa-

cij ↪a apie aktyvus. Iš ši ↪u prielaid ↪u išplaukia, kad aktyv ↪u kain ↪u atsitiktin
↪
i kitim ↪a galima

aprašyti Markovo procesu.
Dažnai finansini ↪u rink ↪u matematini ↪u modeli ↪u kūrėjai mano, kad akcij ↪u kainos kinta

pagal Markovo proces ↪a. Vertybini ↪u popieri ↪u kain ↪u dinamikos modeliavimas, panaudo-
jant š

↪
i proces ↪a, yra naudingas dėl to, kad jis pakankamai gerai atspindi tikr ↪asias akcij ↪u

kainas bei Markovo savybė leidžia suprastinti skaičiavimo algoritmus. Jeigu akcijos
kaina kinta pagal Markovo proces ↪a, tai jos prognozuojama kaina ateityje nepriklauso
nuo kainos prieš savait

↪
e, prieš mėnes

↪
i ar prieš metus. Ateities prognozei pakanka žinoti

akcijos kain ↪a esamuoju momentu. Busimoji akcijos kaina yra neapibrėžta ir todėl gali
būti aprašyta tik tam tikru tikimybiniu skirstiniu. Iš Markovo savybės išplaukia, kad
kainos tikimybinis skirstinys tam tikru laiko momentu ateityje nepriklauso nuo to kaip
akcijos kaina kito praeityje iki dabarties.

Tarkime, kad akcijos kain
↪

u dinamika aprašoma Markovo procesu S = {St , 0 �
t � T }, o jo filtravim ↪a pažymėkime F = {Ft , 0 � t � T } (intuityviai Ft atspindi
vis ↪a rinkos informacij ↪a iki momento t). Apibrėžkime funkcij ↪a f : E[f (ST )|Ft ] =
E[f (ST )|St ]. Tarkime, kad akcijos kain ↪u procesas gali priimti reikšmes iš skaičios
būsen ↪u aibės E. Jei St = j ∈ E, tai sakysime, kad „procesas yra būsenoje j laiko mo-
mentu t“. Dažniausiai būsena laikoma skaliaru, tačiau kartais patogiau laikyti, kad ji
yra vektorius. Aktyv ↪u kain ↪u modeliavimas siejasi su naujos informacijos, kuri

↪
itakoja

kainas, modeliavimu.

3. Aktyv ↪u kain ↪u dinamikos tikimybi ↪u skirstinio konstravimas

Sukursime akcijos kainos dinamikos model
↪
i, aprašom ↪a Markovo procesu su tolydžiuo-

ju laiku ir skaičia būsen ↪u aibe. Norėdami rasti būsen ↪u aib
↪
e ir perėjimo tikimybi ↪u

matric ↪a tarp j ↪u, turime sukonstruoti konkrečios akcijos kain ↪u kilimo ir kritimo skirs-
tinius. Tam, kad procesas būt ↪u Markovo trukmės tarp būsen ↪u pasikeitimo skirsti-
nis turi būti eksponentinis. Paprastai ši s ↪alyga nėra išpildoma. Nežinomam skirs-
tiniui aproksimuoti panaudosime fiktyvi

↪
u eksponentini

↪
u fazi

↪
u metod

↪
a [10]. Jis lei-

džia akcij ↪u kain ↪u perėjimo iš vienos būsenos
↪
i kit ↪a intensyvumus, t. y. trukm

↪
e tarp

būsen ↪u pasikeitimo aprašyti tiesine atsitiktini ↪u dydžiu kombinacija. Kainos kitimas
aprašomas nuoseklia k fazi ↪u, turinči ↪u eksponentinius skirstinius su parametrais µj ,
j = 1,2, . . . , k, seka. Po j fazės su tikimybe (1 − aj ) ši seka yra paliekama. Tik viena
akcijos kaina gali būti fazi ↪u struktūroje ir tik vienoje fazėje bet kuriuo laiko momentu.
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Tarkime, kad teigiamo atsitiktinio dydžio Z (akcijos kainos perėjimo iš vienos
būsenos

↪
i kit ↪a trumė) pasiskirstymo funkcija yra G(z). Aproksimuokime G(z) ekspo-

nentini
↪

u skirstini
↪

u s
↪
asuk

↪
u mišiniu. Tarkime, kad egzistuoja skirstinio G(z) pirmieji

trys pradiniai momentai mk, k = 1,3. Jie gali būti žinomi arba gauti j ↪u statistiniai

↪
iverčiai iš stebėt ↪u duomen ↪u. Sukonstruokime kit ↪a atsitiktin

↪
i dyd

↪
i Y tokiu būdu:

Y =




Y
(1)
1 su tikimybe p2;

Y
(1)
1 + Y

(2)
2 su tikimybe p1p2;

. . .

Y
(1)
1 + Y

(2)
2 + . . . + Y

(n)
2 su tikimybe pn−1

1 · p2;

. . .

(1)

čia Y
(j)
i , i = 1,2; j = 1, n yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, pasiskirst

↪
e pagal

eksponentin
↪
i dėsn

↪
i su tankio funkcijomis µie−µit ; p1 + p2 = 1. Atsitiktinis dydis Y

lygus nepriklausom
↪

u eksponentiškai pasiskirsčiusi
↪

u atsitiktini
↪

u dydži
↪

u sumai su atsi-
tiktiniu dėmen ↪u skaičiumi N , pasiskirsčiusiu pagal geometrin

↪
i dėsn

↪
i. Šio dydžio tankio

funkcija yra [11]

f (y) = p2µ1

( µ2 − µ1

µ2p2 − µ1
e−µ1y − µ2p1

µ2p2 − µ1
e−µ2p2y

)
. (2)

Lengva
↪
isitikinti, jei µ1 = µ2, tai atsitiktinio dydžio Y tankio funkcija

f (y) = p2µ2e−µ2p2y.

Apibrėžkime atsitiktin
↪
i dyd

↪
i X tokiu būdu:

X =
{

X1 su tikimybe p2,
X1 + X2 su tikimybe p1, (3)

čia X1 ir X2 nepriklausomi eksponentiškai pasiskirst
↪
e atsitiktiniai dydžiai atitinkamai

su parametrais µ1 ir p2µ2; p1 + p2 = 1.

TEIGINYS. Atsitiktini
↪

u dydži
↪

u X ir Y , apibrėžt
↪

u (3) ir (1) raiškomis, skirstiniai yra
vienodi.

↪
Irodymas. Parodysime, kad dydži

↪
u X ir Y tankio funkcijos sutampa. Pasinaudoj

↪
e

rezultatu, gautu [12], randame atsitiktinio dydžio X tankio funkcij ↪a

f (x) = µ1e−µ1x + p1µ1

p1µ2 − µ1

(
µ1e−µ1x − p2µ2e−p2µ2x

)
.

Po algebrini ↪u pertvarkym ↪u gauname toki ↪a raišk ↪a:

f (x) = p2µ1

( µ2 − µ1

µ2p2 − µ1
e−µ1x − µ2p1

µ2p2 − µ1
e−p2µ2x

)
. (4)

Matome, kad (2) ir (4) išraiškos sutampa.
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Pastaba. Atsitiktinis dydis, apibrėžtas (3) raiška,
↪
igalina automatizuoti finansinės

sistemos skaitmeninio modelio sudarym ↪a. To neleist ↪u atlikti atsitiktinio dydžio Y

raiška, nes eksponentini ↪u fazi ↪u skaičius yra neapibrėžtas.

Norėdami aproksimuoti a.d. Z tankio funkcij
↪
a dydžio X tankiu (4), turime

↪
ivertinti

nežinomus parametrus µ1, µ2, p1 ir p2. Tam pakanka sulyginti abiej ↪u atsitiktini ↪u dy-
dži ↪u tris pradinius momentus. Prie gaut ↪u lygči ↪u prijung

↪
e s ↪alyg ↪a p1 +p2 = 1, gauname

netiesini ↪u lygči ↪u sistem ↪a nežinomiems parametrams suskaičiuoti:


1! · p2µ1

µ2p2 − µ1

(µ2 − µ1

µ2
1

− µ2p1

µ2
2p

2
2

)
= m1;

2! · p2µ1

µ2p2 − µ1

(µ2 − µ1

µ3
1

− µ2p1

µ3
2p

3
2

)
= m2;

3! · p2µ1

µ2p2 − µ1

(µ2 − µ1

µ4
1

− µ2p1

µ4
2p

4
2

)
= m3;

p1 + p2 = 1.

(5)

Lygči ↪u sistemos (5) sprendinys yra toks:

µ2 = g2 − g2
1

g3
1 − 2g1g2 + g3

, gk = mk

k! , k = 1,3;

µ1 =
1 + µ2g1 ±

√
(1 − µ2g1)2 + 4a2(g2 − g2

1)

2g1 − 2µ2(g2 − g2
1)

;

p1 = µ2(µ1g1 − 1)

µ2(µ1g1 − 1) + µ1
;

p2 = µ1

µ2(µ1g1 − 1) + µ1
. (6)

Eksponentini
↪

u fazi
↪

u grafinė struktūra pavaizduota 1 pav.

1 pav. Dviej ↪u eksponentini ↪u fazi ↪u diagrama.
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4. Lognormaliojo skirstinio aproksimavimas

Pateiksime lognormaliojo skirstinio aproksimavimo eksponentini ↪u fazi ↪u metodu
pavyzd

↪
i. Tarkime, kad turime lognormal ↪uj

↪
i atsitiktin

↪
i dyd

↪
i su tankio funkcija

g(x) = 1

αx
√

2π
exp

[ − (lnx − λ)2/2α2], x > 0, (7)

ir parametrais α = 0.9, λ = −0.05. Šio skirstinio pirmieji trys pradiniai momentai
lygūs

m1 = 1.42618, m2 = 4.57225 ir m3 = 28.3606. (8)

Tankio funkcij ↪a (7) aproksimuokime tankio funkcija (4), kurios parametrai, ap-
skaičiuoti iš (6), yra tokie:

µ1 = 0.75935, µ2 = 0.141605, p1 = 0.00559, p2 = 0.99441. (9)

Kai kurios funkcij ↪u f (x) ir g(x) reikšmės ir grafikai pateikti 1 lentelėje ir 2 pav.

1 lentelė

x f (x) g(x)

0,21 0,516021 0,625453
1,01 0,437908 0,346414
2,01 0,156108 0,16609
3,01 0,064918 0,080123
4,01 0,030801 0,039041
5,01 0,0161 0,019329
6,01 0,009053 0,009808
7,01 0,005389 0,00516
8,01 0,003357 0,002852
9,01 0,002172 0,001675

10,01 0,00145 0,001052
12,01 0,000697 0,000498 2 pav. Tikrosios ir aproksimuotos funkcijos grafikai.

5. Kain ↪u būsenos ir perėjimo tikimybi ↪u matrica

Šiame skyrelyje bus panaudota
↪
ivyki ↪u kalba akcijos kain ↪u būsenoms ir perėjimo in-

tensyvumams tarp j ↪u generuoti. Pasinaudodami pasirinktos akcijos istoriniais kain ↪u
duomenimis, aproksimuojame kain ↪u didėjimo ir mažėjimo trukmi ↪u tankio funkcijas
atitinkamai pagal formules

fu(y) = pu
1µu

1

( µu
2 − µu

1

µu
2pu

2 − µu
1

e−µu
1y − µu

2pu
2

µu
2pu

2 − µu
1

e−µu
2pu

2 y
)
,

fd(y) = pd
1 µd

1

( µd
2 − µd

1

µd
2pd

2 − µd
1

e−µd
1y − µd

2pd
2

µd
2pd

2 − µd
1

e−µd
2pd

2 y
)
.
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Žinant šias tankio funkcijas, galima aprašyti akcijos kain
↪

u kitimo dinamik
↪
a

Markovo grandine su skaičia būsen ↪u aibe ir tolydžiuoju laiku. Š
↪
i proces ↪a galima mo-

deliuoti pasinaudojus metodika, aprašyta [13].
Galim ↪u ↪

ivyki ↪u aibė susideda iš 6
↪
ivyki ↪u

E = {
eu

1 , eu
2 , eu

3 , eu
4 , ed

1 , ed
2 , ed

3 , ed
4

}
,

čia
eu

1 – prasidėjo kainos didėjimas;
eu

2 – baigėsi kainos didėjimo etapas pirmojoje fazėje su tikimybe pu
1 ;

eu
3 – baigėsi kainos didėjimo etapas pirmojoje fazėje su tikimybe pu

2 ;
eu

4 – baigėsi kainos didėjimo etapas antrojoje fazėje;
ed

1 – prasidėjo kainos mažėjimas;
ed

2 – baigėsi kainos mažėjimo etapas pirmojoje fazėje su tikimybe pd
1 ;

ed
3 – baigėsi kainos mažėjimo etapas pirmojoje fazėje su tikimybe pd

2 ;
ed

4 – baigėsi kainos mažėjimo etapas antrojoje fazėje.
Perėjimo intensyvum ↪u aibė:

Intens = {
µu

1,pu
2µu

2,µd
1 ,pd

2 µd
2

}
,

čia
µu

1 – intensyvumas, su kuriuo kainos didėjimas baigėsi pirmojoje fazėje;
µu

1pu
2 – intensyvumas, su kuriuo kainos didėjimas baigėsi antrojoje fazėje;

µd
1 – intensyvumas, su kuriuo kainos mažėjimas baigėsi pirmojoje fazėje;

µd
1pd

2 – intensyvumas, su kuriuo kainos mažėjimas baigėsi antrojoje fazėje.
Apibrėšime kain ↪u būsen ↪u aib

↪
e. Tarsime, kad yra žinomos akcijos didžiausioji ir

mažiausioji kainos, t.y. visos galimos kainos priklauso atkarpai [Smin, Smax]. Jeigu
pradinė akcijos kaina yra S0, tai kitos reikšmės nustatomos iš lygybi ↪u

S0 = Smax + Smin

2
,

Sk = S0 + k�, k = 1, . . . , n,

S−k = S0 − k�, k = 1, . . . , n,

� = Smax − Smin

2n
,

čia n parenkamas laisvai. Tokiu būdu viso yra 2n + 1 kainos būsen ↪u. Šias kain ↪u
būsenas surašysime didėjančia tvarka ir gaut ↪aj ↪a aib

↪
e pažymėsime taip:

I = { − n,−(n − 1), . . . ,0,1, . . . , n
}
.

Modeliuojant akcij ↪u kain ↪u proces ↪a nepakanka žinoti tik galim ↪u kain ↪u aib
↪
e, bet

reikia žinoti ir kurioje fazėje yra modeliuojama kaina. Todėl galim ↪a būsen ↪u erdv
↪
e

apibrėšime kaip trimači ↪u vektori ↪u erdv
↪
e

B = {
(b1, b2, b3)

}
, b1 ∈ I,
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b2 =
{0, jei akcijos kaina yra pusiausvyroje,

1, jei akcijos kaina didėja pirmoje fazėje,
2, jei akcijos kaina didėja antroje fazėje;

b3 =
{0, jei akcijos kaina yra pusiausvyroje,

3, jei akcijos kaina mažėja pirmoje fazėje,
4, jei akcijos kaina mažėja antroje fazėje.

Norint sugeneruoti galim ↪u būsen ↪u erdv
↪
e ir perėjimo intensyvum ↪u matric ↪a, kain ↪u di-

namikos proces ↪a reikia aprašyti
↪
ivyki ↪u kalboje [13]. Dėl ribotos apimties bus pateiktas

tik antrojo
↪
ivykio aprašymas.

eu
2 : if b2 = 1 and b1 < n

then b1 → b1 + 1; b2 → 2 end then
end if

Intens → µu
1p1

end eu
2

Sukurtoji programinė priemonė pagal
↪
ivyki ↪u aprašym ↪a generuoja galim ↪u būsen ↪u

erdv
↪
e, perėjimo intensyvum ↪u matric ↪a, sudaro lygči ↪u sistem ↪a stacionarioms Markovo

proceso būsen ↪u tikimybėms suskaičiuoti ir jas suranda. Konkrečios akcijos kainos
tikimybė suskaičiuojama pagal formul

↪
e

P(k) =
∑
b1,b2

π(k, b2, b3), k = −n, · · · , n,

čia π(k, b2, b3) yra atitinkamos būsenos stacionarioji tikimybė.

6. Išvados

Darbe pateikta metodika kaip nežinom ↪a aktyv ↪u vertės pasikeitimo trukmės skirstin
↪
i

aproksimuoti fiktyvi ↪u eksponentini ↪u fazi ↪u mišiniu. Tai leidžia aktyv ↪u dinamikos pro-
ces ↪a aprašyti Markovo grandine su skaičia būsen ↪u erdve ir tolydžiuoju laiku. Proce-
sui modeliuoti skaitiniu metodu yra sukurta programinė priemonė, kuri pagal siste-
mos funkcionavimo aprašym

↪
a

↪
ivyki

↪
u kalba sugeneruoja galim

↪
u kain

↪
u būsen

↪
u aib

↪
e,

perėjimo intensyvumus tarp j ↪u ir būsen ↪u stacionari ↪asias tikimybes. Žinant akcij ↪u
kain ↪u skirstin

↪
i, galima

↪
ikainoti išvestinius vertybinius popierius bei valdyti vertybini ↪u

popieri ↪u portfelio rizik ↪a. Tolimesnis tyrimo tikslas yra realizuoti sukurt ↪a modeliavimo
metodik ↪a su realiais duomenimis.
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SUMMARY

E. Valakevičius. The numerical model of the dynamics of asset prices

In the article is proposed the algorithm how to model the dynamics of asset prices by Markov process with
continuous time and countable set of states.
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