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1. ↪Ivadas

Pavojus rizikos analizėje yra apibrėžiamas kaip medžiagos, technologinio proceso, in-
formacijos, žmoni

↪
u veiklos ar kit

↪
u reiškini

↪
u savybė arba charakteristika, nusakanti

potenciali
↪

a galimyb
↪
e sukelti grėsm

↪
e žmoni

↪
u gyvybei, sveikatai, gamtai, pastatams,

technikai ir pan.
↪
Ivairi

↪
u pavoj

↪
u sklaidos mechanizm

↪
u tyrim

↪
u rezultatai yra apiben-

drinti literatūroje. Plačiausiai yra išnagrinėta
↪
ivairi ↪u teršal ↪u sklaida ore, vandenyje ar

dirvožemyje, užkrečiam
↪

uj
↪

u lig
↪

u plitimas tarp žmoni
↪

u, gyvūn
↪

u ar augal
↪

u [1] ir pavo-
jing

↪
u medžiag

↪
u transportavimas

↪
ivairiomis transporto priemonėmis [2, 5]. Minėtuose

darbuose detaliai nagrinėjami pavojing
↪

u medžiag
↪

u ar lig
↪

u sukėlėj
↪

u sklaidos mechaniz-
mai, greičiai, proces

↪
u trukmės ir t.t. Procesai, vykstantys tinklinėse sistemose plačiai

išnagrinėti skaičiavimo, masinio aptarnavimo, transporto ir kitose sistemose, tačiau
pavojaus sklaidos ir rizikos

↪
ivertinimas pradėtas neseniai ir nagrinėjamas tik atskiroms

pavojaus rūšims [4, 5, 6]. Šiame darbe gerai žinomas Markovo grandini ↪u matematinė
technika pritaikoma

↪
ivairi

↪
u pavojaus tip

↪
u sklaidos

↪
ivertinimui tinklinėse sistemose.

2. Pavojaus šaltiniai

Pavojaus šaltiniu vadinsime bet kur
↪
i sistemos element

↪
a, kuriame gali kilti pavojus.

Tinkl ↪u sistemose pavojaus šaltiniai dažniausiai sutampa su tinklo viršūnėmis. Galima
išskirti du pavojaus šaltini ↪u tipus: momentin

↪
i pavojaus šaltin

↪
i - tai pavojaus šaltinis,

kuriame pavojus atsiranda tik vien
↪

a kart
↪
a bei pastov

↪
u pavojaus šaltin

↪
i - tai pavojaus

šaltinis, kuriame pavojus kyla periodiškai, be galo daug kart
↪

u.
Tinklu šiame darbe laikysime bet kur

↪
i orientuot

↪
a graf

↪
a, kuriame pavojus iš vienos

viršūnės vieno ciklo metu gali būti perduotas tik
↪
i vien

↪
a viršūn

↪
e. Ciklas čia supran-

tamas kaip fiksuotas laiko intervalas, per kur
↪
i

↪
ivyksta pavojaus perkėlimas iš vienos

viršūnės
↪
i kit ↪a. Jei pavojus iš kiekvienos viršūnės vieno ciklo metu yra perduodamas

↪
i

visas viršūnes, kuri ↪u srautas nelygus nuliui, tai tok
↪
i graf ↪a vadinsime tinkl ↪u sistema.

Nagrinėdami pavojaus perdavimo mechanizm
↪

a tinkl
↪

u sistemomis, vartosime pavo-
jaus srauto intensyvumo tinklo linijose koeficiento s

↪
avok

↪
a. Koeficientu qij žymėsime,

kokia pavojaus, esančio tinklo viršūnėje i, dalis bus perduota
↪
i viršūn

↪
e j . Aišku, kad∑N

j=1 qij � 1, kur N žymi tinklo viršūni
↪

u skaiči
↪

u, o qij � 0,∀i, j . Tokiu atveju visas
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srauto intensyvumas
↪
i viršūn

↪
e j yra

�
qj = ∑N

i=1,i �=j qij , o srauto intensyvumas iš

viršūnės j bus lygus
�
qj = ∑N

k=1,k �=j qjk .
Pavoj

↪
u, susikaupus

↪
i i-oje viršūnėje po k cikl

↪
u, žymėsime Hi(k). Ribiniu pavojumi

i-oje viršūnėje laikysime nusistovėjus
↪
i pavoj

↪
u Hi po be galo daug cikl

↪
u, t. y. Hi =

lim
n→∞ Hi(n).

3. Ribiniai pavojaus skirstiniai momentinio šaltinio atveju

Nagrinėkime pavojaus skirstinius, kai tinklo viršūnės turi tam tikr
↪
a imunitet

↪
a, t.y. dalis

pavojaus yra sunaikinama, o pavojaus šaltinis yra laikomas momentiniu.
Nagrinėkime tinkl

↪
a iš N viršūni

↪
u ir pavojaus sklaid

↪
a per visas linijas vienu metu.

Laikykime, kad vienoje viršūnėje nuliniame cikle buvo momentinis pavojaus šaltinis
ir sukėlė pavoj

↪
u H . Kadangi pavojus linijomis perduodamas pastoviai kiekvieno ciklo

metu, tai pavojaus stabilum
↪

a tinklo viršūnėje i galima aprašyti taip: ateinantis pavojus

↪
i viršūn

↪
e i turi būti lygus pavojui, kuris iš šios viršūnės perduodamas

↪
i kitas viršūnes,

t. y. turi būti teisinga lygybė:

N∑
i=1

Hi

( N∑
j=1

qij

)
=

N∑
j=1,j �=i

Hjqji.

Prie šios lygči
↪

u sistemos turime prijungti dar vien
↪

a lygt
↪
i:

N∑
i=1

Hi = H,

nes pavojus tinkle neišnyksta ir nedidėja, kadangi šaltinis buvo momentinis. Sujung
↪
e

šias lygtis
↪
i lygči

↪
u sistem

↪
a ir atlikus tam tikrus prastinimus, rezultat

↪
a galima užrašyti

matriciniu pavidalu

�

Q �H = B, (1)

kur pagrindinė matrica

�

Q =




1 1 1 ... 1

q12 −�
q 2 q32 ... qN2

q13 q23 −�
q 3 ... qN3

... ... ... ... ...

q1N q2N q3N ... −�
q N




,

nežinom
↪

uj
↪

u stulpelis �H = [H1 ... HN ]T ir laisvieji nariai B = [H 0 ... 0 ]T .
Kai kuriais atvejais galima užrašyti analitin

↪
i šios sistemos sprendin

↪
i. Pvz., kai tinkle

yra tik vienas kelias iš pirmos viršūnės
↪
i n-

↪
aj

↪
a, tai tiesinės lygči

↪
u sistemos pagrindinė

matrica supaprastėja:
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�

Q =




1 1 1 ... 1 1

q12 −�
q 2 0 ... 0 0

0 q23 −�
q 3 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... qN−1N −�
qN




.

Be to,
�
q i = qii+1. Tada (1) lygties sprendinys yra tokio pavidalo

H1 = H
U

, H2 = H ·q12
U ·q23

, ...,HN = H ·q12
U

,

kur U = (1 + q12
q23

+ q12
q34

+ ... + q12
qN−1N

+ q12).

4. Pastovaus šaltinio pavojaus ribinis pasiskirstymas, kai tinklo viršūnės turi
imunitet

↪
a

Daugelyje reali ↪u tinkl ↪u sistem ↪u pavojus dalinai arba visiškai likviduojamas per tam
tikr

↪
a laik

↪
a arba cikl

↪
u skaiči

↪
u. Pvz., kompiuteriniuose tinkluose yra diegiamos an-

tivirusinės sistemos, kurios sunaikina didel
↪
e dal

↪
i virus

↪
u, žmogaus imuninė sistema

sunaikina lig
↪

u virusus, muitinės tarnybos neleidžia laisvai pervežti draudžiam
↪

u preki
↪

u
ir t. t. Aišku, jeigu pavojaus šaltinis tokiose sistemose būt ↪u momentinis (vienkarti-
nis), tai per tam tikr

↪
a laik

↪
a arba cikl

↪
u skaiči

↪
u sistema pavoj

↪
u visiškai sunaikint

↪
u arba

minimizuot
↪

u iki nepavojingo lygio. Tačiau realiose sistemose pavojaus šaltiniai dažnai
būna neišsemiami, t. y. pastovūs, ir kiekvieno ciklo pradžioje pavojus gali atsinaujinti.

Toliau nagrinėsime tik ribinius pavojaus skirstinius skirtingose tinkl ↪u sistemose su
pastoviais pavojaus šaltiniais ir viršūni

↪
u imunitetais. Tinklo viršūnės i imunitetu vadin-

sime skaiči
↪

u Ii (0 � Ii � 1), iš kurio padauginame
↪
i ši

↪
a viršūn

↪
e patekus

↪
i pavoj

↪
u H .

Imunitetas – tai tinklo ar tinklo sistemos savybė sunaikinti arba sumažinti pavoj
↪

u, ky-
lant

↪
i iš kit ↪u viršūni ↪u. Kai Ii = 1, pavojus visiškai praleidžiamas, o kai Ii = 0, tai visas

pavojus, patenkantis
↪
i viršūn

↪
e i, yra visiškai sunaikinamas. Tarkime, kad pirmoji tinklo

viršūnė yra pastovus pavojaus šaltinis, kiekvieno naujo ciklo metu padidinantis pavoj
↪

u
dydžiu H . Pradžioje padarykime prielaid

↪
a, kad ribinis pavojaus skirstinys tokiomis

s ↪alygomis egzistuoja, t. y. lim
n→∞Hi(n) = Hi ; čia i = 1,2, ...,N .

Tada, jeigu kiekvieno ciklo pabaigoje viršūnėje esantis pavojus dauginamas iš imu-
niteto 0 < Ii � 1, o viršūnė, kurioje yra pavojaus šaltinis, imuniteto neturi (tarkime,
pirmoji viršūnė), tai ribinis jos pavojus nesikeis, jeigu po kiekvieno ciklo jis bus
sumažintas dydžiu H , t. y.

H2q21 + H3q31 + ... + HNqN1 = H1(q12 + q13 + ... + q1N) − H.

↪
I antr

↪
a viršūn

↪
e atėj

↪
es pavojus, padaugintas iš imuniteto I2, turi būti lygus iš antros

viršūnės išeinančiam pavojui:

I2(H1q12 + H3q32 + ... + HNqN2) = H2(q21 + q23 + ... + q2N).
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Analogiškai ir kitose viršūnėse:

Ij

N∑
i=1,i �=j

Hiqij = Hj

N∑
i=1,i �=j

qji, (j = 2,3, . . . ,N).

Sujung
↪
e šias lygtis, gauname tiesini

↪
u lygči

↪
u sistem

↪
a, kurios matricinis pavidalas

bus:

Q̃H = B. (2)

Čia pagrindinė sistemos matrica

Q̃ =




−�
q 1 q21 q31 ... qN1

q12 −�
q 2/I2 q32 ... qN2

... ... ... ... ...

q1N q2N q3N ... −�
q N/IN


 ,

laisv ↪uj ↪u nari ↪u stulpelis B = [H 0 ... 0]T , o nežinom ↪uj ↪u stulpelis H = [H1 H2 ... HN ]T .
Ribinio skirstinio egzistavimo tyrimui pavojaus pasiskirstym

↪
a �H(n) užrašysime it-

eracine lygtimi. Kadangi turime imunitet
↪

a, tai
↪
ivedame

↪
istrižain

↪
e matric

↪
a

I =



I1 0 0 0
0 I2 0 0
... ... ... ...

0 0 0 IN


 .

Po to lygči
↪

u sistem
↪

a galima užrašyti taip:

[H1(n + 1),H2(n + 1), ...,HN(n + 1)] = [H1(n),H2(n), ...,HN(n)] × I × Q

+ [H,0, ...,0];
čia Q = [qij ], i, j = 1,2, ...,N .

Pažymėj
↪
e �H(n) = [H1(n) H2(n) ... HN(n)t]T , �H(0) = [H 0 ... 0]T , gauname,

kad

�H(n + 1) = �H(n) · I · Q + �H(0).

Šis iteracinis procesas konverguoja tada ir tik tada, kai matricos IQ visos nuosavos
reikšmės moduliu būt ↪u mažesnės už vienet ↪a [3].

5. Išvados

Šiame darbe buvo analizuojami pavojaus sklaidos ir kaupimosi tinklo viršūnėse
matematiniai modeliai. Išnagrinėti atvejai, kai tinklo viršūnės turi imunitet ↪a, t.y. gali
sumažinti arba visai panaikinti jose esant

↪
i pavoj

↪
u. Pavojaus pasiskirstymui tinklo

viršūnėse buvo sudarytos iteracinės lygtys. Ribiniams skirstiniams skaičiuoti darbe
sudarytos tiesini

↪
u lygči

↪
u sistemos.
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1. C. Lefevre, P. Picard, An epidemic model with fatal risk, Mathematical Biosciences, 117, 127–145
(1993).

2. G. Purdy, Risk analysis of the transportationof dangerous goos by road and rail, Journal of Hazardous
Materials, 33, 229–259.
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SUMMARY

J. Augutis, R. Krikštolaitis, E. Augutienė. Marginal hazard distribution in network structures

The subject of this work is the analysis of hazard distribution in the network systems. In the age when
transport flows in the railway and road systems, information flows in the internet channels, etc. intensify,
hazard distribution in the network systems becomes a more relevant and important issue. In the paper
various theoretical hazard type distributions in the network systems are analysed. Mathematical model of
hazard distribution and accumulation in the nodes of the network was created.

Keywords: hazard distribution, network, mathematical model.


