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Netolygūs
↪
iverčiai puasoninėje aproksimacijoje
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Tegul Xn1,Xn2, . . . ,Xnkn
, kn → ∞, kai n → ∞, – nepriklausom

↪
u atsitiktini

↪
u dy-

dži
↪

u serij
↪

u seka. Atsitiktinio dydžio Xnj , j = 1,2, . . . , kn, charakteristin
↪
e funkcij

↪
a

fj (t) = fnj (t) = Eei tXnj ,

jei E|Xnj |s < ∞, taško z = z(i t) = ei t − 1 aplinkoje, parašysime pavidalu

fj (t) = 1 +
s∑

k=1

αjk

k! (ei t − 1)k + o(|ei t − 1|s), (1)

Čia αjk – atsitiktinio dydžio Xnj faktorialiniai momentai, t.y.

αjk = dk

dzk
E(1 + z)Xnj

∣∣∣
z=0

= EXnj(Xnj − 1) · · · (Xnj − k + 1),

o faktorialiniai kumuliantai

γjk = dk

dzk
log E(1 + z)Xnj

∣∣∣
z=0

, k = 1,2, . . . .

Šiame darbe nagrinėjami nepriklausom
↪

u atsitiktini
↪

u dydži
↪

u,
↪
igyjanči

↪
u sveik

↪
asias

neneigiamas reikšmes, sum
↪

u Snkn
= Xn1 +Xn2 +· · ·+Xnkn

skirstini
↪

u aproksimacijos
Puasono dėsniu ([1], [2], [3]) liekamojo nario netolygūs

↪
iverčiai. Puasono skirstinio su

parametru λ pasiskirstymo funkcij
↪
a žymėsime

�(x;λ) =
[x]∑
l=0

π(l;λ) =
[x]∑
l=0

λl

l! e−λ.

Be to, žymėsime

π1(l;λ) = π(l;λ) − π(l − 1;λ), π(l;λ) = 0, l = −1,−2, . . .

Visi rezultatai gauti, pritaikius lem
↪
a, kuri

↪
a tik suformuluosime.

LEMA. Jei atsitiktini
↪

u dydži
↪

u X ir Y ,
↪
igyjanči

↪
u sveik

↪
asias reikšmes, pasiskirstymo

funkcijos F(x) ir G(x), charakteristinės funkcijos f (t) ir g(t), o �(x) = F(x)−G(x)
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ir δ(t) = f (t) − g(t), tai

(1 + |x|)|�(x)| � 1

8π

{
4
∫ π

−π

∣∣∣ δ(t)

sin t
2

∣∣∣dt +
∫ π

−π

∣∣∣ δ(t)

sin2 t
2

∣∣∣dt + 2
∫ π

−π

∣∣∣ δ′(t)
sin t

2

∣∣∣dt

}
(2)

ir

(1 + |x|)2|�(x)| � 1
8π

{
8
∫ π

−π

∣∣∣ δ(t)

sin t
2

∣∣∣dt + 5
∫ π

−π

∣∣∣ δ(t)

sin2 t
2

∣∣∣dt +
∫ π

−π

∣∣∣ δ(t)

sin3 t
2

∣∣∣dt

+ 8
∫ π

−π

∣∣∣ δ′(t)
sin t

2

∣∣∣dt + 2
∫ π

−π

∣∣∣ δ′(t)
sin2 t

2

∣∣∣dt + 2
∫ π

−π

∣∣∣δ′′(t)
sin t

2

∣∣∣dt

}
. (3)

1 TEOREMA. Jeigu nepriklausomi kiekvienoje serijoje atsitiktiniai dydžiai Xnj ,
j = 1,2, . . . , kn, n = 1,2, . . .

↪
igyja neneigiamas sveik

↪
asias reikšmes, turi vidurkius

EXnj = λ
(n)
j

> 0, ir

αjk = E
∣∣Xnj (Xnj − 1) · · · (Xnj − k + 1)

∣∣ �
k!λ(n)

j

�k−1
n

, k = 2,3, (4)

o

10 � �n �
(

max
1�j�kn

λ
(n)
j

)−1
, (5)

tai

(1 + |x|)
∣∣∣P{Snkn

< x} − �(x;λ) − 1
2
	2 π1

([x];λ
)∣∣∣ � 49

λ

�2
n

,

čia λ = ∑kn

j=1 λ
(n)
j , 	2 = ∑kn

j=1 γj2.

↪
Irodymas.

↪
Ivertinsime

|δn(t)| = ∣∣fSnkn
(t) − g(t)

∣∣ =
∣∣∣∣fSnkn

(t) − eλ(ei t−1)
(

1 + 1
2
	2(e

i t − 1)
)2

∣∣∣∣.
Analogiškai, kaip ir [2], gauname

fj (t) = 1 + αj1(e
i t − 1) + αj2

2! (ei t − 1)2 + βj3

2! (ei t − 1)3, (6)

čia

βj3 =
∫ 1

0
(1 − τ)ϕ′′′

nj

(
τ(ei t − 1)

)
dτ,

o ϕnj (z) = E(1 + z)Xnj . Kai z0 = τ(ei t − 1), tai

|ϕ′′′
nj (z0)| = ∣∣EXnj (Xnj − 1)(Xnj − 2)(1 + z0)

Xnj −3
∣∣ � αj3,
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ir

|βj3| � 1
3
αj3.

Tada

exp logfj (t) = exp
{
αj1(e

i t − 1) + γj2

2! (ei t − 1)2 + rj1(t) + rj2(t)
}
,

čia

rj1(t) =
(βj3

2! − αj1
αj2

2!
)
(ei t − 1)3 − 1

2

((αj2

2!
)2 + αj1βj3

)
(ei t − 1)4

− αj2βj3

2!2! (ei t − 1)5 − 1

2

β2
j3

(2!)2 (ei t − 1)6

ir

rj2(t) =
∞∑

k=3

(−1)k−1

k

(
αj1(e

i t − 1) + αj2

2! (ei t − 1)2 + βj3

2! (ei t − 1)3
)k

.

Tegul

r(t) =
kn∑

j=1

(
rj1(t) + rj2(t)

)
.

Tada

exp logfSnkn
(t) = exp

{ kn∑
j=1

logfj (t)
}

= exp
{
λ(ei t − 1) + 	2

2! (ei t − 1)2 + r(t)
}
. (7)

Iš (4), (5), gauname

|r(t)| � 3,06
λ

�2
n

|ei t − 1|3.

Iš (4), turime

1

2
|	2| � λ

�n

.

Kadangi |eλ(ei t −1)| = e−2λ sin2 t
2 ir |eit − 1| = 2| sin t

2 |, tai

|δn(t)| = ∣∣fSnkn
(t) − g(t)

∣∣ � 32,28
λ

�2
n

∣∣∣ sin
t

2

∣∣∣3e−λ sin2 t
2 . (8)
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Analogiškai
↪
ivertiname ir |δ′

n(t)| = |f ′
Snkn

(t) − g′(t)|. Mūs
↪

u atveju,

|δ′
n(t)| = ∣∣f ′

Snkn
(t) − g′(t)

∣∣ � 72,55
λ

�2
n

sin2 t

2
e−λ sin2 t

2 . (9)

↪
Istat

↪
e (8) ir (9)

↪
i (2), gauname

(1 + |x|)
∣∣∣P{Snkn

< x} − �(x;λ) − 1

2
	2 π1([x];λ)

∣∣∣ � 49
λ

�2
n

.

Analogiškai
↪
irodoma kita teorema.

2 TEOREMA. Jeigu nepriklausomi kiekvienoje serijoje atsitiktiniai dydžiai Xnj , j =
1,2, . . . , kn, n = 1,2, . . .

↪
igyja neneigiamas sveik ↪asias reikšmes, turi vidurkius

EXnj = λ
(n)
j > 0, ir

αjk = E
∣∣Xnj (Xnj − 1) · · · (Xnj − k + 1)

∣∣ �
k!λ(n)

j

�k−1
n

, k = 2,3, (10)

o

10 � �n �
(

max
1�j�kn

λ
(n)
j

)−1
, (11)

tai

(1 + |x|)2
∣∣∣P{Snkn

< x} − �(x;λ) − 1

2
	2 π1([x];λ)

∣∣∣� C
λ

�2
n

,

čia λ = ∑kn

j=1 λ
(n)
j , 	2 = ∑kn

j=1 γj2, o C – absoliuti konstanta.
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SUMMARY

K. Padvelskis. Nonuniform estimates in the approximation by the Poisson law

Poisson approximation for the sum of independent random variables is investigates in this paper.

Keywords: Poisson distribution, independent random variables, nonuniform estimates.


