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Reziumé. Siame darbe nagrinéjami pavir§iaus aukstesniy eiliy glaustiniai paraboloidai. Sie paviriiai lei-
dZia vizualizuoti duotojo pavir§iaus savybes jo tasko aukstesniy eiliy aplinkose.

Raktiniai ZodZiai: pavir§ius, glaustinis pavirsius, glaustinis paraboloidas.

Dvieju pavirsiu kontakto eilés geometriné interpretacija turi ilga istorija diferen-
cialinéje geometrijoje. Eilés r kontakto geometring interpretacija padeda iSaiSkinti
r-osios eilés glaustinis paraboloidas. Atvejis r = 2 yra klasikinis [1]. Siame darbe
iSvedamos formulés leidZia efektyviai ir paprastai rasti bet kurios eilés r > 2 glaustini,
paraboloida duotajame pavirSiaus taske.

Tarkime, kad S — pavirSius trimatéje Euklido erdvéje. PavirSiu S galima apibréZti
iSreikStine lygtimi, neisreikStine lygtimi arba parametrinémis lygtimis. Aptarsime
Siuos atvejus.

1 atvejis. Tarkime, kad pavirSius S apibréZtas iSreikStine lygtimi
S z=fx,y), (D
funkcija f yratolydiné ir turi tolydines dalines iSvestines taske (xo; yo) iki eilés r 4 1;
r € N. PavirSiu S nagrinésime jo tasko My (xg; yo; zo) aplinkoje; Cia zg = f(xg, yo)-
Pazymékime
s opta f
1---12...2= @@y

p q

Aojay..oprg = f(xl...(xp+q x=xg
Y=Y0

dia ay,ay, ... =1, 2. PavirSiaus S parametriniy kreiviu x = const ir y = const lieCia-
mieji vektoriai 71 = {1;0; fi}, 75 = {0; 1; f>} yra statmeni normalés vektoriui ﬁ =
T

i X 73.

PavirSiaus S taske M turime tris ortus:
1

el = — {1:0:a;}, & =— {—ay;—ap: 1},
1 Eo{ 1} 3 Wo{ 15 —az; 1}

[ —a1a2; 1+ (@)% (@)}

Wov/ Eo
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Ga Eg =14 ()% Wo =1+ (a1)? + (a2)>.
Baziniy vektoriy koordinates Zymésime taip:

et ={l; i3}, @ ={mi;myms}, € ={ny;n2;n3k.

Bet kurio erdves tasko M(x; y; z) koordinates bazés {7, e3; €3} atzvilgiu paZzyme-
kime x1, y1, z1. Tada

(x y 2) = (x0 Yo z0) + (x1 y1 21) - R"; (2
Cia
I mp m ! L hLh I3
Ri=|lL my ny| =|m my ms
I3 m3 n3 ny ny nj

Atvirkstine transformacija (x1 y; z1) = (x —x9 y — yo z — 20) - R. PavirSiaus S
lygtis, atlikus (2) koordinaciy transformacija, dabar bus tokia:

S: g(x1, y1,21) = f(xo +lLixy +myyr +ni21, yo+bxy +may; +n2zy)
— (l3x1 +m3y1 +n3z1 +20) =0. 3)
PazZymékime

g _0g _0g

Funkcijos g aukstesniy eiliu iSvestines Zymésime panasiai:

ap+q+sg
81... e ...3= .
Loo12:023 37 Gapr@y)?(dz1)°
p q s
ISvestiniu g4,, &ayay, -- - reikSmes taske My Zymésime atitinkamai b,,, by q,, --.-; Cia
ap,a,...=1,2,3. Kadangi by =0, by =0, b3 = —Wj # 0, tai funkcija g apibrézia
funkcija z; = h(xy, y1). PaZymékime
ap+qZI
Al 12...2= @anP@yi S = At tpig |y
p q
Diferencialiniu operatoriu
4 0 0 4 0 0
d=—+A—, =—+Ar— 4
17 5x; Y921 27 3y 2921 @

pagalba galima apibréZti naujus operatorius 851“,% = 8§p 0---0 851. Pazymékime

Goy..op = 851“,%g. Tada i$ lygCiu sistemos Go..ap =0, t.y. i$ sistemos

cp=0
bcx,B + bgcalg =0,
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bapy + 3¢@pby)s + b3capy =0,
baﬁye + 6C(cx,3bye)3 + 4C((x,3ybe)3 + 3b33c((xﬁcye) + bSC(x,Bye =0,

paeiliui randame dydZius cy,. .« .
Tardami, kad x! = x, x2 = y, apibrésime p-forma (p > 2)
1

Zp = —Coy..apX
p!

o]

e xfr, (5)

Lygtis
O (S): 1=+ +2z (6)

apibréZzia r-osios eilés pavirSiy 01(‘2; (S), kuris turi r-osios eilés kontakta taske M
su duotuoju pavir§iumi S. Todél §i pavirSiu mes vadinsime pavirSiaus S r-osios eilés
glaustiniu paraboloidu taske M. Geometrines jo savybes mes nagrinésime kitame
darbe.

2 atvejis. Tarkime, kad pavirSius S yra apibréZtas neiSreikStine lygtimi
S: F(x,y,2) =0, (7
ir taskas Mo (xq; yo; zo) € S yra toks, kad

oF
Fz(Mo)Zg y #0.
0

Laikysime, kad funkcija F yra tolydiné kartu su savo dalinémis iSvestinémis taske M
iki eilés r 4+ 2. Tam tikroje taSko My aplinkoje pavirSius S apraSomas (1) tipo lygtimi ir

f=—t oD ®)

Funkcijos f auksStesniy eiliy dalinés iSvestinés gaunamos taikant diferencialinius ope-
ratorius

g #
Di==—+fi— Dij=—+fir—. 9
! 8x+f181 2 8y+f281 ©)
Pazymékime
ap+q+sF
Fi...12...23..3=————— day-a,=Faya,| -
e e e (ax)p(ay)q (az)s My
P q s
Tardami, kad

@@y V@) F @)+ @)
2 ds|

’



Glaustinis paraboloidas 105

taSke My turime tris ortus:

1 1
— —
1 =—=1{d3;0; =d1}, &3 =—{di;do;ds},
v Eo Wo
1
B =27 xel {—di - d; (d)? + (d3)%; —dads),

1:
Wo/Eo

kuriy koordinates Zymeésime taip, kaip ir 1 atveju. Taikydami (2) koordinaciy trans-
formacija (1) lygciai, gauname (3) pavirSiaus S lygti. Vadinasi, dabar glaustinio
paraboloido O%Q(S ) radimui galime taikyti 1 atveju gautas formules.

3 atvejis. Tarkime, kad pavirSius S yra apibréZtas parametrinémis lygtimis
Stx=x,v), y=ywv), z=zu,v), (10

kuriose funkcijos x(u,v), y(u,v), z(u,v) yra tolydinés kartu su savo dalinémis

iSvestinémis taske Vy(ug;vg) iki eilées r 4+ 2. PavirSiu S nagrinésime tasko

Mo (x0; yo; zo) aplinkoje; ¢ia xg = x (Vy), yo = y(Vo), zo = z(Vp). Pazymékime
Hi=yy 2y — Yu 20,

Hy =X, -2y — Xy * Zu,

H3z=x,-yy — Xy Yu; (11)
he = H,(Vy); (12)
¢ia
0x 0x
Xy=—, Xp=—), - -.
“Tau YT dw

Jei h3 # 0, tai u ir v galima iSreikSti x ir y atzvilgiu: u = u(x, y), v = v(x, y); be to,
(wuqzi<m-w>
Ux Uy Hy \=Yu X4
IS (10) pavirSiaus lygciy iSplaukia, kad jis dabar aprasomas lygtimi
S:z :z(u(x,y), v(x,y)) arba S: z=f(x,y). (1)

Siuo atveju galima taikyti diferencialinius operatorius

Lf LACS: 9 L2 (13)
= —_— v -, = , — Vy—
1T, Ty 2T T

ir ju kompozicijas Lgl...a - I8 (1) lygties gauname, kad

fi=—7 fa=—7. (14)
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Vadinasi,
f(xl---(xp :Lgl...apflf(xp- (15)

Pazymékime

_ P+ ) V) + () + (1)
h? 3] |

PavirSiaus S taske M turime tris ortus

1 h 1 (hy h
e liott) el

(16)

V Eg h3 hg h3
o 1 hihy (h1)2-F(h3)2, ha
e =e3 xef = - > ————1
Wov/ Eo (h3) (h3) h3

kuriy koordinates Zymeésime taip, kaip 1 atveju. Dabar (1) pavirSiaus lygciai galima

taikyti (2) koordinaciy transformacija. Taip mes gausime (3) lygti. Vadinasi, glaustinio

paraboloido 01(‘23 (S) radimas Siuo atveju suvedamas i 1 atveju gauty formuliy taikyma.
4 atvejis. Tarkime, kad pavirSius S apibréZtas parametrinémis lygtimis

_ X (u,v) _ Y(u,v) _ Z(u,v)
ot(u,v) Y= t(u,v)’ = tu,v)’

a7

kuriose funkcijos X (u, v), Y (u,v), Z(u,v), t(u,v) yra tolydinés kartu su savo dali-
némis iSvestinémis taske Vi(ug; vg) iki eilés r 4+ 2. PavirSiu S nagrinésime jo tasko
Mo (x0; yo; zo) aplinkoje; ¢ia xg = x(Vp), yo = y(Vo), z0 = 2(Vp). Jei h3 # 0, tai u ir
v galima iSreiksti x ir y atZvilgiu: u = u(x,y), v =v(x, y). Todél pavirSiaus S lygtis
tampa tokia:

Z(u(x,y),v(x,y))

arba S: z= f(x,y). (1)
t(u(x,y), v(x, )
Siuo atveju H, = 173 P,; da
Y, Z, t, Zy Xu ty X, Yt
PIZ Yv Zv Ly, PZZ Zv Xv L, PSZ Xv Yv Ly
Y Z ¢ Z X t X Y t

Nagringjamu atveju (13) diferencialiniai operatoriai atrodo taip:
Lf = 1<yi—y i) L2:L<— i—F)Cua). (18)
Hj ou v Hj Y ou v
(18) operatoriu kompozicija Loy..ay=Lapo---0Lg, taikydami iSvestinéms

H, P H P

h=—gp=—p h=—f="p
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gauname auksStesniy eiliy iSvestines fal---a,,, a, = Lgl...a ol fu .

Taikydami (16) Zyméjimus, taske Mo € S galime apibréZti tris ortus ef , 3, e3 (ir.
3 atveji). Todel (1) pavirSiaus lygciai galima taikyti (2) koordinaciy transformacija ir ja
suvesti 1. (3) lygti. Matome, kad ir Siuo atveju glaustinio paraboloido 01(&3 (S) radimui
galima taikyti 1 atveju iSvestas formules.
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SUMMARY
K. Navickis. Osculating paraboloid

Osculating paraboloid of second order have been studied in classical differential geometry. In this article
we generalize this concept to osculating paraboloids of higher order. This yields a visualization of the local
properties of a given surface which depend on the derivatives of higher order.
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