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Reziumé. Straipsnyje pateikiamas konkretus skai¢iavimo algoritmas, kaip laipsnineg eilute iSreiksti baig-
tine eksponentiniy funkcijy suma. Gauti rezultatai naudojami aprasant diferencialiniy lyg¢iy sprendinius,
gautus operatoriniu metodu.

Raktiniai ZodZiai: diferencialinés lygtys, eilutés eilé, operatorinis metodas..

1. Ivadas

SprendZiant tiek tiesines, tiek netiesines diferencialines lygtis, sprendiniai gan daZnai
uzraSomi laipsninées eilutés pavidale, [1], t.y.

400 .
y(x)=) aj(x—x0), |x—xq| <R,
j=0

kuris, deja néra patogus analiziSkai bei kokybiskai tiriant diferencialines lygtis. Kur
kas patogiau turéti sprendinio iSraiSka, nusakoma kokiu nors gerai zZinomy funkcijy
dariniu.

Virpesiuy mechanikoje yra patogu tiriamosios diferencialinés lygties sprendini, y (x)
iSreiksti (jeigu tai yra galima), pavyzdZiui, tokiu harmoniky dariniu

m
y(x)= Y (1rcos (A (x — x0)) + ¥ sin (v, (x = x0)) ).
r=1
Taigi, iSkyla kiek netradicinis uZdavinys: kaip, Zinant pakankamai daug laipsninés
eilutés (konverguojanCios kokioje nors srityje) koeficienty a; skaitiniy reikSmiy,
surasti specialiyju funkcijy, naudojamu apraSant nagrinéjamaja laipsning eilute,
parametrus.
Siame darbe yra sifilomas vienas $io uZdavinio sprendimo algoritmas.

Pateikiamas konkretus taikymo pavyzdys, kai specialiosios funkcijos yra ekspo-
nentes, kuriy laipsniy rodikliai — kompleksiniai skaiciai.

2. Teorineé dalis

2.1. Pagalbinés sqvokos ir lema

'Su kiekviena kompleksiniu skaiciu seka p1, p3, ... ir kiekvienu m € N galima sudaryti
dvi determinanty sekas: A,(,'f) (pj) ir A,(ff)(pj; p), n=0,1,..., (Cia p € C — kintama-
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sis), kai

Pl4n P24+n -+ Pmin
AD (pj) =det| P2 Pyan = Prln

Pm+n Pm~+14n -+ P2m—1+n

Pl+n P24n **° Pm+1+n
R P2+n  P3+n " Pm42+n
Agl’l)(pj;p):det . e . .. .. .. e

Pm+n Pm+1+4n " P2m+n

Taip pat, su kiekvienu m € N bei duotomis skaiciy aibémis wu,, A, € C\{0}, r =
1,2,....m, kai Ay # A, jeigu r’ #r” | galime sudaryti skailiy seka g1, ¢z, ...,
nusakoma sarySiu g; := > |, url, jeN.

LEMA. Su seka q1, qa, ... galime susieti tokias tapatybes.

AW (g)) = om AT (Vi (M, An))?, (1)

AW ()i p) =0 AT Vi Ot A - Vit Oty ), (2)
kai V(M ..o, Am) ir Vg1 (A, -y A, p) yra sudaromyjy My, ..., Ay, p Vander-
mondo determinantai, 0 0 == L] - ... Uy IF A=Ay ... A

Taigi,

m
Z //Lr )\‘k+l— 1+n

AL (q5) = det

r=1 k,l_—_l,...,m
_ 1+n k+1—2
= (U] ) g e s M) Y det|af “k,l:l,...,m
(F1yeesFm
Cia sumuojama pagal visus sveikujuy skaiciy 1,2,...,m kélinius (r1,7r2,...,7rp).
Pastebéje, kad Z .....  det ||Ak+l 2| = (det llkl 1||)2 k,l =1,2,...,m, gauname
(1) tapatybés uodqu Tapatybe (2) irodoma analogiskai.
1 iSvada. IS (1) tapatybés irodymo turime, kad
AY (q;)=0,n¢€ Zp. (3)

Tegul duota realaus kintamojo x, konverguojanti su visomis x, xg € R reik§mémis,
kai xo — fiksuotas, laipsniné eiluté:

Y |
)= p, ETX ML 0< M < +oo. (4)
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ApibreéZimas. Sakysime, kad (4) eiluté yra m-tos eilés (m € N), jeigu ji iSreiSkiama

y(x)=po+ ) mrexp (A (x —xo)). (5)

r=1

Cia w,, A, € C\{0} ir, be to, A,» % A, jeigur’ #r”.

Funkcija y(x) = const vadinsime nulinés eilés. Jeigu (4) eilutés negalima iSreiksti
(5) atitiktimi (t.y. toks natiirinis skai¢ius m neegzistuoja, kad galioty (5) atitiktis), tai
sakysime, kad (4) eiluté eilés neturi.

2.2. Skaiciavimo algoritimas
Pasiiilysime konkrety skai¢iavimo algoritma, reiSkiama tokiomis teoremomis ir iSvada.

1 teorema. Tegul duotoji (4) eiluté yra m-tos eilés. Tada, su kiekviena fiksuota n €
Zo reik§me, ja nusakantys parametrai A, (r =1, ...,m), yra algebrinés lygties

AW (pjip)=0 (6)
sprendiniai, t.y.

Ar=pp, r=1,...,m. (7)
Cia py #0, py # ppr, jeigur’ #r"”. Tiesiniy lygciy sistema

m
Zprj+n77r:pj+n, j:1923"'72m’ (8)
r=1

turi vienintell sprendini, tenkinanti sqrysi;
wr=n,, r=12,...,m. (9)

Cia n, # 0. Be to, koeficientas o nusakomas Sitaip:

Ho=Po— D Kr. (10)
r=1

I3 teoremos prielaidos turime, kad

m
pj=Yy M, j=12,.... (11)
r=I1

Imdami q; := pj, j=1,2,..,, i§ (11) sarysio ir (2) tapatybés gauname, kad (6)
lygtis su kiekvienu n € Zy reik§me yra ekvivalenti algebrinei lygcCiai:
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Taigi, iS Sios lygties turime (7) atitikties teisingumo irodyma. Be to su (6) algebrinés
lygties sprendiniais galima sudaryti tokias tapatybes:
J+n y j+1+4n Jj+m-+n
Pl+n P2+n -+ Pm+1+4n AM oo A
Pm+n Pm+1+n " P2m+n )\j—}—n )\,j+1+n - )\.rjn+m+n
)\'1+n )\2+n )\m+l+n
r r vt r

Pj+n Pj+1+n -+ Pj+m+n

kair,j=1,2,...,m, n=0,1,.... IS pastaryju tapatybiu gauname, kad (8) sistemos
matricos ir i§pléstinés matricos rangai sutampa; ir, be to, lygus eilutés eilei m, t.y. (8)
sistema turi vieninteli sprendini, tenkinanti, (9) atitikti. SarySis (10) yra iSvada i§ (5)
bei (11) sarysiu.

2 iSvada. Jeigu Zinome koeficientus (1 teorema) pi, p2,..., Pam (t.y. m-tos eilés
(4) eilutés koeficientus), tai likusius p;, j =2m+1,2m+2, ... galime surasti dviem
skirtingais bidais, t.y. naudodamiesi arba (3) tapatybe, arba (11) atitiktimi, prieS tai
surade koeficientus Aj, A2, ..., Ay M1, U2,y ey -

2 teorema. Duotoji (4) eiluté yra m-tos eilés (m € N) tada ir tik tada, kai
a) determinanty, seka A,(f: ) (pj), n=0,1,... tenkina sqrysius

Az(q?ﬂ) (pj) A(n) (pj) A, (12)

kai A,(,'f ), A € C\{0}, ir, be to, A — pastovus dydis, nepriklausantis nuo n;
b) algebriné (6) lygtis, kai n =0, turi m skirtingy nelygiy nuliui Sakny.

Bitinumo irodyma gauname i§ m-tos eilés (4) eilutés apibrézimo, (1) tapatybés bei
1 teoremos.

Pakankamumas. Pirmiausia pastebésime, kad i§ teoremos b) salygos turime, kad
(8) lygCiu sistema, kai n = 0 turi vienintely, sprendini. Taigi, p;, kai j =1,2,...,2m
tenkina (11) sarySi. Po to, pasinaudoje¢ (11) bei (12) atitiktimis, galime suskaiCiuoti
atitinkamai koeficientus p; ir p;, j=2m+1,2m+2, ..., kurie dél 2 i§vados privalo
sutapti, t.y. p; =p;, j 2 2m+1.

Siais dviem elementariaisiais pavyzdZiais pailiustruosime 2 teoremos a) ir b) salygu
pagristuma.

1 pavyzdys. Tegul turime eilute y(x) = Y /3 ] (k 1), Tada p; = j, kai j=1,2,.
ir, be to, m = 2, nes Ag’) = —1, Ag‘) =0, n=0,1,2,..., ty. A =1, bet algebrme

lygtis 1&50) (pj; p) = 0 turi vienintele kartoting Sakni, o2 = 1. Taigi, tiriamoji eiluté
néra antros eilés. (IS tikryju y(x) = x exp(x)).

2 pavyzdys. Tegul turime (4) eilutg, kurios koeficientai py =1, pp =2, p3 =
3, p4=6,...,ty. tegul A(O) —1, A = -3, A(") = (. Vadinasi, A( " = —(=3)",
n € Zy. Tada algebrme lygtis A( ) (pj; p) =0 turi dvi skirtingas Saknis ,01 ) =++/3

ir, be to, 12 = —£ . Taigi, tiriamoji eiluté yra antros eilés ir su pg = — turime, kad

y(x) = z-*-fé—J—"expM 3x) + 25283 exp(—+/3x),
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3. Taikymo pavyzdys

Naudojantis 1 ir 2 teoremomis bei (1)—(3) tapatybémis galima sudaryti ivairius algorit-
mus tiriamosios eilutés eilei m nustatyti, bei ja nusakanCiy koeficientu Ay, A2, ..., Ay
o, U1, 42, - - -, 4m reik8méms surasti. Kai duotoji eiluté yra diferencialinés lygties
sprendinys, tai ieSkomy koeficienty skaiciavimg pailiustruosime tokiu pavyzdziu.

3 pavyzdys. Tegul duota diferencialiné lygtis y” = —siny, y = y(x) su pradinémis
salygomis y(0) = 0.01, y’(0) = 0.01. Tada, panaudojus operatorinj, skaiCiavimo al-
goritma, [2], kai xg = 24, ir apsiribojus tikslumu iki keturiy Zenkly po kablelio, jos
sprendinys y(x) uZraSomas tokia eilute (kai |x — 24| < 1):

y (x) = —0.0047 + 0.0133 (x — 24) + 0.0024(x — 24)> — 0.0022(x —24)> + ...

PaskaiCiuojame determinantus:
O _ A _ A@ _ . _ 4 —
APV =A=AP =...=—2.107%, ty A:=1,
AP =-3.1071° AP =15.107, AP =2.6-107%, AP =-13.107%, ...,
0 — 1 — 2 —
AV =14.100" AV =13.10715, AP =12-10712, ..., ty A:=9,
AP =4.1071, AP = —9.6-1071%, APV = -2.4.107, ...

Taigi, jeigu laikome, kad Agn) = (0, t.y. m := 2, tai gauname sprendinio y(x) antros
eilés aproksimacija y(x):

5 () = Z0005 = 00131 gy —0.005+0.013 _;, 2
2 2 !

t.y., y(x) = —0.005 cos(x — 24) 4 0.013 sin(x — 24).

Eilutés y(x) aproksimacijai y(x) suteikus aukStesnes eiles m > 2, skirtumas d,,
tarp sprendiniy, gauty jvairiais duotos diferencialinés lygties sprendimo metodais [3]
ir sprendinio aproksimacijos y(x), gautos naudojant eksponentiniy funkciju sumas,
maZéja. Pavyzdziui, jei m := 2, tai 8, < 1074, kai m := 4, tai §4 < 107, o kai m := 6,
tai 8¢ < 1012, Cia imame |x — 24| < 1 ir, be to, kai m > 2, didiname skaiCiavimo
tiksluma.

Siuo metu sprendiniy reiskimo harmonikomis metodas yra taikomas diferen-
cialinéms lygtims, kurios apraso dinamines sistemas, perduodancias bangu ar skyscio
virpamaji, judesi, i rotacini judesi, tirti. Vienas i§ tokios sistemos pavyzdZiy yra pateik-
tas [4] darbe.

Baigdami pastebésime, kad ia pateiktas skaiiavimo algoritmas gali biti panaudo-
tas ir kity (t.y. ne eksponentiniu) funkciju aproksimuojan¢ioms iSraiSkoms sudarinéti.
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SUMMARY

L. Bikulciené, Z. Navickas. Solution of differential equations using sum of exponential functions

In this paper algorithm for the expression power series to sum of exponential functions are presented.
The results in case of operator solving method for differential equations are applied.
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