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Normaliosios ir integruojamosios parabolinio tipo
metrinés (¢, &, n, g, A)-strukturos paraboliniy
integruojamyju (F, G)-daugdary hiperpavirSiuose
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1. Parabolinio tipo (¢, &, n, A)-struktira diferencijuojamoje n-matéje daugdaroje

M, (x%), a,b,...=1,2,...,n, apibréZia afinorius <,0(1§, vektorius Sb, kovektorius n, ir
funkcija A, tenkinantys salygas [1]:
OSpl = —E"n4, 05N =—Ana, @SET=—AES, E%, =A% (1)

Jei daugdaroje papildomai apibrézta metrika g5, tenkinanti salygas:

OS8eb = Vab = POba, 8bEl=¢pn., e==%1, p==l, (2)

tuomet sakoma, jog daugdaroje M,, turime parabolinio tipo metring struktira (¢, &, 7,
g,A).Jivadinama I ruSies (¢, &, n, g, A)-struktura, jei p = —1, ir Il rasies (¢, &, n, g,k)
struktura, jei p =1 [1].

Parabolinio tipo (¢, &, n, A)-struktura, apibrézta (1) aksiomomis, vadinama inte-
gruojamaja, jei afinoriaus gag Nijenhuis’o tenzorius N, = 0, ir normaliaja, jei dau-

b &b

daroje M,, x R afinoriné struktiira ((f;“ i ) yra integruojamoji, t. y. jei galioja lygybes
a

[1]:

a) 8%, = N2 —&*(Venp—Vipne) =0, N& =02V} —of Vgl — o8 (Vepg —Vipld),
b) S& = £4(Vepl — Vagl) + 9E Vat® + AV E =0,

¢) Seb = Leb — Lipe + VoAl — VoAne =0, Lep = 02 (Vanp — Vna), (3)
d) Sc =& (Veng — Vane) + ¢ Vak + AVeL =0.

Cia kovariantinis diferencijavimas atliekamas bet kurios simetrinés afiniosios sie-
ties atZvilgiu.

[Irodyta [2], jog vienam i§ tenzoriy S;,, S¢, Scp esant lygiam 0, tenzorius S, = 0.
Ta1p pat Zinoma [2], jog kai A # 0 arba £¢ néra nulinis vektorius ir 1, néra nuli-
nis kovektorius, 1§ (3a) lygybés iSplaukia likusios lygybés (3b), (3c), (3d). Tuo atveju
- butina ir pakankama parabohmo tipo (¢, &, n, A)-struktiiros (1) normalumo salyga yra
Sep =
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2. Sakykime, turime (n + 1) - mate diferencijuojama daugdara M, .1 (y%),«, B, ...
=1,2,...,n + 1, kurioje apibréZtas afinorius Ff, tenkinantis salyga Ff Fg = (0. Ben-
dru atveju ja vadinsime parabolinio tipo F-daugdara. Kai n = 2k — 1, rank(F) = k,
tokia daugdara vadinama beveik dualia daugdara Toje daugdaroje panagrinékime
hiperpavirS§iu M, (x%), apibrézta lygtimis y® = y*(x“), a, b, ... = 1,2, ..., n, ir norma-
lizuota vektoriumi C%. Zinoma [1], jog hiperpavirSiuje 1nduku01a51 parabohmo tipo
(¢, &, n, A)-struktira (1), kurios objektai randami i§ sistemos

ayPf

FEBY =o"Bl +1,CP, FPC*=¢°BP +)CP, Bf =

4)

Tarkime, kad daugdaroje M,,;| apibréZta simetriné afinioji sietis I’y 8- Normalizuo-

tame hiperpavirSiuje M,, indukuojasi simetriné afinioji sietis ycb, tenzoriai hcp, k7, I,
gaunami i$ lygybiy

V.B) =03.B) + B*BTS, — BSy& = h,C?,

V.C®=0.C° + BYCPT, = —k?B: +1.C°. (5)
Diferencijuodami (4) lygybes sieties y atZvilgiu, i§ (5) gauname, jog
Vi Fo BEBY = (Ve — hap€® — kinp) By + (Ve + hea®f) + Loty — Mrcp)C?,
VpFyBEC® = (V& + kg — 16 — MBL + (kina + hept® + Ve1)CP. (6)
Kadangi afinoriaus Ff Nijenﬁuis’o tenzorius lygus |

Nga
tai iS (6) ir (3) i§plaukia, kad
N3 BE B =[S — no(kfe® — o2k®) + np(kep — g2k®) + E9 (nely — Ienp) ] BS
+ [Seb + nakgnp + kgne) — la(@Ene — oinp) + A(ely — 1enp)] C°
+1cVgFCPBY —ny Vg FyCP B2, ()

= FVsF) — FiVsF} — F (V4F2 = VaF}),

NjoCPBE = | SE -+ gtkipd +Ekine — oEle + Mkeg? — pokd) — Mt

+ [SC — A, — £l + OKE T, + xkene] C® + FSV,F} BfC®

+ V, F3C?C% — AV, F3C” BE.
Tarkime, kad Va Fg ¥ = 0. Tuomet N ‘55 =0 'ir' F -struktira daugdaroje M1 yra

integruojamoiji. IS (7) 1splauk1a jog integruojamosios parabolinés F - daugdaros M, 1
hiperpavirSiuje M,, tenzorlal Sty Sebs S, S turi pavidala:

a) Sg=nMp —npM?, M, =kj¢S —@rks —EUy,;
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b) Scpb =1, (kg Ne — k? np) + g (901[; Ne — (Pg Nb) — A(ely — nple);
c) S%=—@lklof —EkENC + @l EC — AMY;
d)  Se=—¢%kine + E%ne + A — MkEn. (8)

Kai V, Fg =0, 1§ (6) gauname, jog

a) Veop =hpE® +king, b) Vemp=—hca@y —lcnp + Ahep;
) Vo£®=—kbol 41+ AkE; &) King+hapt® +VA=0.  (9)

IeSkosime biitiny ir pakankamu salygu, kad parabolinio tipo (¢, &, n, A)-struktiira
(1) parabolinés integruojamosios F-daugdaros M, hiperpavirSiuose M, buty nor-
malioji.

1 teorema. Parabolinio tipo (¢, &, n, A # 0)-struktiira hiperpavirsiuje M,y C M, 1
yra normalioji tada ir tik tada, kai galioja viena is ekvivalenciy salygy:

1) §% =neME —npM® =0;  2) S = —@kPf — £%k%n. — @ClEY + AME =0.

UZtenka parodyti, jog 1S antros salygos iSplaukia pirmoji.
Kai §¢ =0, tuomet S, = 0 [2]. I§ (8d) ir (8¢c) lygybiu

ke, + AkEne — Mo = 1eE%y,  AM® = —@fkbof + ¢l £ — nklEC,

Padauginkime (8c) lygybe i§ ¢¢ ir susumuokime pagal a. Pritaike (1) formules gau-
name, kad M¢ = ncv?, kur v¢ = &5 (—AkZEC — kI EC +E£4£%L,). I3 &iair (8a) S, =0.

Nesunku pastebeéti, kad i§ (3a) N, = S5, +§“(Venp — Vi), todél is (9b) iSplaukia
hiperpavirSiuje M,, C M, 1 indukuotos (¢, &, n, A)-struktlros integruojamumo bitina
ir pakankama salyga:

Ne(0fkf — @Ek®) — np(kE@S — k298 + % (hpep® — heagll) =0. (10)

3.1. Sakykime, daugdaroje M, be afinoriaus Ff , tenkinancio salyga Ff F g =0,

duota metrika G4g, kuriai galioja lygybé Fo’? Ggy = Fyy = pFyo, p = x1. Tokia
daugdara vadinsime parabolinio tipo (F, G) - daugdara. Siame punkte nagrinésime
atveji, kai p = —1, t. y. kai G yra A-metrika. Tarkime, kad afinorius F yra kovari-
antiSkai pastovus metrikos G Rymano sieties atzvilgiu, t. y. daugdaros M, struktira
yra integruojamoji. Kai n = 2k — 1, rank(F’) = k, tokia daugdara vadinama paraboline
A-erdve.

HiperpavirSiuje M, C M, 1, normalizuotame normaliniu neizotropiniu ¢ -vieneti-

niu vektoriumi C%, indukuojasi tenzoriai gog & b Na, funkcija A = st Gg, C*C B =0,

gaunami i (4) sistemos, bei metrika g,p = Gy B Bf , tenkinantys (1) ir (2) salygas,

kai p = —1. Taigi M,, yra parabolinio tipo I riSies beveik kontaktiné metriné daugdara

[1].
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HiperpavirSiuje indukuotos parabolinio tipo I riiSies (¢, &€, n, g)-struktiiros tenzo-
riams galioja (8) ir (9) formules, taCiau jose /. =0 ir A = 0:

1) Vods =hep&® +k%np;  2) Venp = —heaof;  3) Vet = —kPof;
4) kng = —hept?;  5) k% = ehepge. (11)

Cia V - kovariantinio diferencijavimo metrikos ¢ Rymano sieties atZvilgiu simbolis.

Pastebime, jog 1S (2) iSplaukia, kad vektorius £ ir kovektorius 7, yra abu nuliniai
arba abu nenuliniai vektoriai, todél parabolinio tipo I riSies (¢, &, n, g)-struktiira yra
normalioji tada ir tik tada, kai S_, =0 [2].

2 teorema. Parabolinio tipo I risies (¢, &, n, g)-struktiira parabolinio tipo integ-
ruojamos (F, G)-daugdaros (p = —1) hiperpavirsiuje yra normalioji tada ir tik tada,
kai galioja viena is ekvivalenciy salygy:

1) hpes + heepy, = unpne, u — bet kuri funkcija;
2) kype — ppke = €% np;  3) Venp + Vene = —pmpne. (12)

Pakankamumas ir ekvivalentiSkumas iSplaukia is (8), (11) formuliy bei lygybiu [, =
OirA=0.

Tarkime, jog (¢, &, n, g)-struktira yra normalioji, t. y. St, = 0. Tada i§ (8a) M} =
v9np. Padauginkime §ia lygybe i§ g, ir susumuokime pagal c. Pritaike (2), (8), . =0,
A =0, gauname, jog hpe@, + @phec = —€V€ucNb, V' 8ab = VM.

Paiymeéje —ev = u, gauname (121). IS Sios teoremos ir (10) formulés iSplaukia

1 iSvada. Parabolinio tipo integruojamosios (F, G)-daugdaros (o = —1) M,
hiperpaviSiuje M, indukuota parabolinio tipo I riSies beveik kontaktiné metriné
struktura (¢, §, n, g) yra normalioji ir integruojamoji kartu tada ir tik tada, kai galioja
viena 1§ ekvivalendiy salygu:

M —H EU
1) hac(pg = ‘inanb; 2) Vanp = "'2—"77a77b; 3) Vaé}‘b = _i—gbna-

2 iSvada. HiperpavirSiuje M,, C M, indukuotos (¢, &, n, g)-struktiiros afinorius
<pg yra kovariantiSkai pastovus metrikos g,, Rymano sieties atzvilgiu tada ir tik tada,
kai hiperpavirSiaus asimptotinis tenzorius turi pavidala h.p = 3n.np.

Bitinumas iSplaukia i§ (9a) lygybés kompozicijos su g,q4, lygybés ki = ehepg?? ir
(2) formuliy. Pakankamumas akivaizdus. Jeigu galioja iSvados 2 salyga, struktiira yra
normalioji ir integruojamoji kartu (u = 0), vektorius £¢ ir kovektorius 7 yra kova-
riantiSkai pastovis.

3.2. Panagrinékime parabolinio tipo (F, G)-daugdara M, .1, kai p=1,t. y. kai G
yra B-metrika. Tarkime, kad V, F g = 0. Cia kovariantinis diferencijavimas atlieka-
mas B-metrikos G Rymano sieties atZvilgiu. Vadinasi, struktiira daugdaroje M, ;| yra
integruojamoii. |

Kai n =2k — 1, rank(F) = k, tokia daugdara vadinama paraboline B-erdve.
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Normaliniu neizotropiniu &-vienetiniu vektoriumi C% normalizuotame hiper-
pavir§iuje M, C M, indukuojasi parabolinio tipo II riiSies (¢, §, 7, g, A)-struktira,
tenkinanti (1) ir (2) salygas, kur p =1 [1].

Nagrinésime tokias (¢, £, 0, g, A)-struktiiras, kurioms A = FogC P £ 0. Tirdami
Sios struktiiros savybes, naudosime (8) ir (9) formules, kuriose [, =0, A £ 0:

a) Vel =hep€® +kSnp;  b) Venp = —hea@), + Mhep;  ©) Ve&© = —kP @l + AKS;

1
d) kgnazhcbsbz“ivc)"; €) kggab=8hcb- (13)

3 teorema. Parabolinio tipo integruojamosios (F, G)-daugdaros (p = 1) My
hiperpavirSiuje M, indukuota parabolinio tipo II risies (¢,§,1, 8, A)-struktiira yra
normalioji tada ir tik tada, kai galioja viena i§ ekvivalenciy, salygu:

1) Mg = k§§0a - Qﬁﬁkff =0, 2) hce(pz - hbewg =0; 3) Vunp, — Vpn, =0.

€

EkvivalentiSkumas iSplaukia i§ (8a), (9b) bei [, = 0, pakankamumas 1S (8a).
Tarkime, jog (¢, &, 17, g, A)-struktlira yra normalioji, t. y.

= nc(kypg — @pke) — npkigy — ocke) =
Atlike lygybés kompozicijg su § b i§ (1) gauname, jog
A2ME = —no(kigPos — ppkiED).

Kai I. =0, i (8) ir Sc = 0 gauname kjn, = ¥np, 0 18 (2) ir k&gup = €hcp turime
KaE€ = W&, Kur ¢ = —hopEEP /A2, T8 Sia kfEP QR = @kt €D = —AyrEY, todel ME =
O,nes A%£0.

3 isvada. Jei parabolinio tipo II riSies (¢, &, 1, g, A)-struktira parabolinio tipo inte-
gruojamosios (F, G)-daugdaros (p = 1) M, hiperpavirSiuje M, yra normalioji, tai
ji yra ir integruojamoji.

4 i$vada. Parabolinio tipo II rii§ies (¢, &, n, g, A)-struktiirai hiperpavirSiuje M, C
M, 11 ekvivalenCios tokios salygos:

1) Vepp =0; 2)Venp=0(VE*=0); 3)hep=0.

Tarkime, V ¢} = hep€® + kZnp = 0. Tuomet hep = TN:Np, kf = w&bn,, todél is
pirmosios lygybés i§plaukia, jog = = 0.

Tarkime, kad V.np = 0. Kadangi [, = 0, i§ (13b) hca¢) = Ahcp. Padauging lygybe
18 Sb ir susumave pagal b, 1§ (1) gauname hcbéb = 0. AnalogiSkai iS (130) turime
kin, = 0. Kadangi VC‘;‘“ = 0, atlike lygybes k? <pb = AkS kompozicija su (pa : gauname
jog kbnbi;”d—)kk“ = 0. Bet A #0, todél kZ ¢ -—Olrk“ = 0.

Jei hep =0, tuomet ir k¢ =0. I8 (13) 1splauk1a jog visi struktiiros objektai kova-
riantiSkai pastovus.
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SUMMARY
A. Baskiené. Normal and integrable parabolic metric (¢, &, n, g, A)-structures on hypersurfaces of
parabolic integrable (F, G)-manifolds

Parabolic (¢, &, n, A)-structures and parabolic metric (¢, &€, n, g, A)-structures on hypersurfaces of
parabolic integrable F-manifolds and parabolic integrable (F, G)-manifolds, respectively, are regarded.
Necessary and sufficient normality and integrability conditions of these structures have been found.
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