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Neisigilinus galéty pasirodyti, kad ir gilintis &ia néra ko — arba tu gali ispresti
uzdavini, arba ne. Jeigu negali, na ka padarysi, na, o jeigu gali, tai netrukus atsiremsi i
kita ir ten vél bus arba taip, arba ne.

Tai psichologai vadina juodai baltu pasaulio matymu. O i3 tikryjy gyvenime mes jau
seniai, o gal net ir visada gyvenome nelyginant spalvotos televizijos reZimu — kitaip
sakant, Zmogui dvieju spalvy per maZai — jam duok daugiau, kontrastingiau, duok
kitaip negu buvo, duok gyvenimo pilnatve.

Juk galétume ta analogija vystyti — kai boksininkas eina i ringa, tai jis arba iveikia
varZova, arba ne, bet Cia jau niekas nesigincija, kad jam ten besikaunant uZ sékme psi-
chologijos, itampos nors veZimu veZzk, viskas permaininga, sekmés siilas gali greitai
i3slysti i§ tavo ranky. ZodZiu, iki pat gongo niekas galutinai neaiSku.

Bet kazka daryti reikia, negalima nuleisti ranky.

Taip ir sprendZiant uZdavinius, kaip ir gyvenime, mes esame nubloksti { situacija,
kai pilnos informacijos, pilno tikrumo néra, o kaZka nuveikti reikia ir kyla klausimas:
nuo ko pradéti?

Teorinis patarimas labai paprastas — daryk ka nors.

Ji. humoristiSkai bty galima performuluoti kad ir Sitaip: jeigu jis perskaitéte u?-
davini ir nesumojate, ka daryti, tai skaitykite salyga dar karta. Jeigu ir dabar tamsu,
skaitykite ja trecia karta. Jeigu ir vél tas pats, tai dabar jau skaitykite nebe visa salyga,
o tik tai, ka reikia rasti. Jeigu ir dabar nepra§vieséjo, tai darykite ka nors — bet ka, tik
neseédekite nuleide ranky.

Atvirai pripaZistame, kad toki, patarima lengviau duoti negu realizuoti. Bet Zmogus
yra atkaklus sutvérimas.

PrieS§ keletag mety bene 2000 mety, Raseiniy krasto Olimpiadoje profesoriaus Jono
Kubiliaus isteigtai taurei laiméti buvau pasitles toki uZdavini, kuris tebuvo lengvesné
kazkada iprastinéje Lietuvos jaunyju matematiku olimpiadoje pasitaikiusio uZdavinio
parafrazé — bet uZtat jaunesnéms klaséms.

Stai to uzdavinio salyga:

Lygtix? + y?2 + 22 + 10 = xyz sprendZiame natiiraliaisiais skai¢iais.

IS pradZiy musy struktiiruota salyga arba A dalis misy pra3o visai nedidelio dalyko
— rasti ar atspéti (tai tas pats) viena tos lygties sprendini. Paprastai kalbant, esame
prasomi surasti 3 natiiraliuosius skaiius, kurie tiktu tai lyggiai, arba kuriuos irase
gauname teisinga lygybe — kaip besuksi, papras¢iau nepasakysi.
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B dalis praSo surasti jau 7 tokius natiiraliyjy skaiciy trejetus.

C dalis visai drasiai klausia, ar ta lygtis turi bent 2000 sprendiniy — skaitytojas
nepamirso, kad sialyta buvo 2000 metais (Siandien mes teirautumeés, ar esama bent
2004 ar 2005 sprendiniy).

Galiausiai D dalis jau kelia kone filosofini klausima, ar toji lygtis gali turéti neribotai
daug arba kitaip be galo daug sprendiniy.

Praejus kiek laiko gavau toki, vieno skaitytojo, susiddrusio su tuo uzdaviniu, laiska
— Jis man pasirodé labai idomus — tai buvo tikrai rimtas rimto mogaus laiskas. Jame
buvo sakoma: a3 esu informatikos docentas, a§ pamadiau jisy uZdavini, pasiZidréjau i
Ji ir supratau, kad ta akimirka a§ nesumeciau, ko ¢ia griebtis. O uZ kadro gal but liko
Ir neisreikstas, taCiau be galo natiiralus klausimas: o juk tai buvo mokiniams skirtas
uZdavinys — kaip jiems suktis? |

Labai rimtas ir natdralus klausimas.

Vel pasiZirékime, ar tas uzZdavinys yra jau toks sunkus ir neprieinamas.

Skaitytojo laiSkas ir pripaZinimas, kad ne i3 karto aidku, jau kreipia link minties,
kad uZdavinys visai geras.

Pirmoji, arba A, dalis tepra$o surasti ar atspéti viena tinkama trejeta — jokiy formuliy
Cia nereikia. Imk ir parink. Tik tiek. Berinkdamas i§gudrési, imsi daugiau matyti.

Zinoma, §ioje vietoje reikétu atvirai pasakyti, kad apskritai i spéliojima Zmonés,
mes ir mokytojai Zilri ivairiai arba kai kada atsargiai. Niekas neneigia jo vertés, tik
kartais biina abejoniu, ar tikrai i§ misy jis kyla? Tai visiSkai natiralu, bet pacios
speliojimo arba, kitaip tariant, prognozavimo vertés tai né kiek nemenkina.

Man yra teke daugybe karty paliose ivairiausiose auditorijos — nuo penktoky iki
mokytoju kalbéti apie ta uZdavini,— nebuvo né vieno atvejo, kad po kokiy 30 sekundziy
kas nors nepastebétu: skaiCiy trejetas 3, 4 ir 5 (pa)tinka miisy lygé&iai.

Taigi uZdavinio A dalis atlikta, ir dabar reikia dairytis, ka ¢ia nuveikus toliau — o
toliau 7 sprendiniai. Bet bespéliodami ta sprendini 3, 4, 5 mes spéjome truputi ap-
sidairyti, bet jau ta lygti i§ esmés pamatyti. Ka daugiau galétume nesunkiai pasakyti
— ogi kad neZinomieji, arba (galétume pasakyti) ieSkomieji neZinomieji, toje lygtyje
dalyvauja vienodom teisém, bet kuris kaip ir kitas kuris. Ta demokratija turi savo
pavadinimg — lygtis yra simetri§ka — pervadinkime kintamuosius kaip tinkami, lygtis
nepasikeis, liks kokia buvusi.

Bet tada i§ vieno sprendinio pasidarys daug daugiau — sprendiniu bus ne tik (3, 4, 5),
betir (3,5, 4), (4,3,5),(4,5,3),(5,3,4) ir galiausiai (5, 4, 3). Taip i§ vieno pasidaré
6 ir dabar jau iki sékmingos B dalies atomazgos betriiksta vieno trejeto.

O viskas prasidéjo nuo vieno spé&jimo ir vieno paprasto pastebe¢jimo.

Dabar reikéty dar kazko, kad reikalai pajudéty i§ esmés — ta esme &ia bus paprasta
kvadratinés lygties idéja. Misu lygtyje yra 3 kintamieji, ir tokia forma uZraSyta lygtis
yra visiS8kai ne mokyklinis objektas.

Taciau nuo nemokykliniy iki mokykliniy reikaly $iuo atveju yra vienas Zingsnelis —
uztenka isivaizduoti, kad 2 kintamuosius, sakysime, y ir z Zinome, 0 x — apsimesime,
kad ne, ir tada baty kvadratiné lygtis — kas kad mes ir x = 3 Zinome, bet lygtis juk bus
kvadratiné ir gali atne§ti mums nauja, dar neturéta x.

Taigi iraSome 4 vietoje y, 0 5 vietoje z ir nuduodami, kad pamir§ome x (kuris buvo
3 (vis tiek kazkiek atsimename) gauname kvadratine lygti,
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x% 416 +25+ 10 = 20x, arba

x% —20x +51 =0,
kuri turi dar ir kita Sakni, lygia 17, arba gavome, kad trejetas (17, 4, 5) ir yra tas 7-
sprendinys, ne tik baigiantis problemas su B dalimi, bet ir pakuZdantis, kas Cia toliau
darytina.

Pirmiausiai ta nauja trejeta vél galima perstatinéti ir turésime ne 7, o jau net 12
sprendiniy ir toliau vél darysime kaip dar¢ — iSrikiuosime trejeta didéjanciai (atsarga
gédos nedaro), imsime (4, 5, 17), vél pirmaji neZinomuyjy uzmirSime, kitus 2 jrasysime
ir gausime nauja kvadrating lygti,

x? —85x +324 =0,
kuri turi ne tik Sakni 4, bet ir kita, lygia 81 ir kuri duoda mums nauja trejeta (81, 5,
17), ir ta procesa galime testi neribotai — o tai mums duoda ir 2004, ir bet koki, skaiCiy
sprendiniuy, ir atlieka tai, ko i§ musuy tikéjosi ir C, ir D dalys.

Apie niekuo nepamainoma konkretaus veiksmo nauda

Daznas Zmogus, kuriam dar ne visai yra i§garavg¢ mokykliniai matematikos pamoky
atsiminimai, sako, kad matematikoje reikia Zinoti daug formuliy ir mokéti prireikus
susirasti tinkamiausia. Kalbos néra, Zinoti arba bati macius kokiy nors idomiy formuliy
yra naudinga ir pamokoma.

Todél talas gaves uZdavini kaip mat klausia: kokig ¢ia formule taikyti? TaCiau
jei ieSkosime formulés nejausdami situacijos, tai galime lengvai praSauti pro $alj
— pritaikysime ne ta formule, nes nesame susipaZine su tuo, koks kieme oras, ir
pasirodysime jame su netinkama apranga.

Visada pravartu konkreciai pasiZvalgyti. Kad kas miisy neapkaltinty abstrakéiais
samprotavimais, paimsime pavyzdi arba prisiminsime dar viena Lietuvos jaunuyjy
matematiky olimpiados uZdavini, — vél visai konkrety, vél be jokio x salygoje.

DesSimtZenklis skai¢ius ABCDEFGHIJ yra ne bet koks, o toks, kad pirmasis jo
skaitmuo A pasako, kiek karty jo uZraSe pasitaiko 0, B — kiek karty 1, C — kiek karty 2
ir t.t., galiausiai, paskutinysis 10-tasis jo skaitmuo J pasako, kiek jame yra 9.

Negi tokio skaiCiaus apskritai esama?

Sprendimas. Siuo atveju labai padeda pirmo pasitaikiusio deSimtZenklio skaiciaus,
pavyzdZziui, kad ir

3120 004 568
apZziura.

Ir pradZiy jis net visai geras — pirmas skaicius yra 3, tai reiSkia, kad jame turi buti 3
nuliai ir 3 nuliai jame yra, antras skaicius sako, kad jame turi biiti 1 vienetas ir vienas
vienetas jame yra, bet jau treciasis skaiCius sako, kad jame turi biiti 2 dvejetai — o yra
tik vienas. Vadinasi tas skaiCius ne tas.

Paklauskime, ka mes laimejome.

Laiméjome, kad ir ta vertinga iZvalga, kad visu to skai¢iaus skaitmenu suma turi
bati 10, nes tai 10-Zenklis skaiCius.

TaCiau jeigu visy to skaiCiaus skaitmeny suma yra 10, tai tame skaiCiuje turbiit yra
nemazai nuliy.

Nuo to ir pradékime.
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Kadangi skaiCius yra 10-Zenklis, tai pirmasis skaitmuo ne 0, vadinasi, nuliy jame
tikrai yra. Imkime raSiuoti pagal didZiausia imanoma O skaiCiu — daugiausiai jy gali
bati 9. Tatiau tada ieSkomas skaicius turi atrodyti taip — pirmas skaitmuo 9, o kadangi
visy skaitmeny suma 10, tai dar kaZkur yra vienas 1. Tada tas 1 turi biiti antrasis skait-
muo, o skaiCius toks — 9 100 000 000. Bet jis netinka, nes paskutinysis jo skaitmuo
»meluoja® — jis yra 0, o turi rodyti devynetus, kuriy yra.

Taigi 10-Zenklis skaicius 9 prasidéti negali.

Meginame Ziuréti, ar gali jis prasidéti 8 — kitaip sakant ar jame gali biiti 8 nuliai.
Tada arba jame yra 2 vienetai arba 1 dvejetas — primename, kad pirmasis panagrinétas
konkretus skaiCius mums pir§tu prikiSamai parodé, kad to skaiGiaus skaitmeny suma
yra 10.

TaCiau veél negerai — jeigu jame yra 2 vienetai, tai antrasis skaitmuo turi biti 2 —
Jis privalo rodyti vienety skaiCiy, vadinasi, jo skaitmeny suma jau 10 ir nebéra kam
parodyti dvejeto, jau nekalbant apie aStuoneta.

O jeigu skaiCius prasideda 8, ir kitas skaiCius yra 2, tai vél blogai, nes tada 3-&ias jo
skaitmuo turi bati 1 — suma vél per didelé.

Panasiai samprotaudami tuoj susigaudytume, kad pirmasis skaitmuo negali biti 7,
o Stai 6 buti gali, nes skaiCius

6 210 001 000
yra toks, kokio reikia, ir daugiau tokiy skaiciy néra.

Kiek esu kam pasiiiles §i uzdavini, visi, kuri, ji sprendé pradédami ,konkre&iais
paraSin¢jimais™ véliausiai po pusvalandZio ji i§sprendé, o su tais, kurie pradéjo nuo
formuliy ra§ymo, buvo jvairiai.

Esu matgs 2 Zmones, kurie padiktavus uZdavinio salyga, i§ karto pasaké atsakyma

— tai muzikas Augustinas Maceina ir tuo laiku dar Raseiniy ,,Zemaicio* gimnazijos
moksleivis Giedrius Karalis. Esama gabiu Zmoniuy.

Ne viskas paprasta, kas paprasta, kas kukliai atrodo

Skaitytojas tikriausiai yra girdéjes apie Ferma problema. Jeigu ne, tai nesunku viena
eilute ja priminti.

Mokykloje visi Simtus karty yra kartoje, kad trys kvadratu plius keturi kvadratu yra
penki kvadratu, ir panaSiy pavyzdzZiu, kai dviejuy natdraliyju skai€iy kvadraty suma yra
lygi tre€iojo skaiciaus kvadratui, apstu.

TaCiau jeigu paklaustume, ar taip gali biti su didesniais laipsniais, arba jei paklaus-
tume, ar galima rasti tokius du natdraliuosius skaiCius, kad juy treCiujy ar atitinkamai
didesniy laipsniu suma biity lygi tre€iojo skaiCiaus trediajam ar atitinkamai tokiam
paciam didesniam laipsniui, tai i§ karto tikrai tokiy skai¢iy nerastume.

Taciau jeigu mes negalime tokiy trijy skaiCiy surasti, tai visai nereiSkia, kad visi
negali. Gal kiti sumanesni.

Zmonés tokiy skaiiy ieSkojo gerus 300 mety. Nieko nerado. Galy gale 3viesiausieji
pasaulio protai nustaté, kad tokiy natiraliyjy skai¢iy nesama.

Beirodingjant Sia problema buvo sukurtos naujos matematikos sritys, daugybé
zmoniy kankinosi, vargo ir stengési — kaip kitaip pavadintuméte situacija, kai dirbi,
dirbi ir vis tas pats. Galy gale problema tiek iSgarséjo, kad uZ jos sékminga sprendima
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buvo paZadétos premijos — vél nieko. Ir tiktai 20-tojo amZiaus pabaigoje po Andrew
Wiles darby paaiSkéjo — buvo jrodyta, kad tokiy trejety néra ir neatsiras.

Specialistai sako, kad baigiamoji Ferma hipotezés irodymo — arba, tiksliau sakant,
paneigimo dalis yra 100 puslapiy tirSto teksto, kuri, pajégis suprasti gal koks tuzinas
geriausiy pasaulio matematiky.

Mes Cia tik norétume pridurti, kad visada, kai Jis galynéjatés su uZdaviniu, Jas
galynéjateés ne tik su juo, bet taip pat ir su Zmogumi, kuris ji sugalvojo, o daZniausiai
net ne su vienu, o su keliais, nes vienas sugalvojo, kitas tobulino, o septintas galutinai
nuslifavo. NepamirSkite dar, kad tie Zmonés veikiausiai daro jau nebe pirma uZdavini,ir
todél mums atrodo, kad teisingas poZidris i sutikta — ypa¢ rimtesni, uzdavini turéty buti
toks: jeigu uZdavinys ypac sudétingesnis pasirodo esas iveikiamas, reikéty dziaugtis,
taCiau, jeigu nepavyko, tai galima palikti ji ramybéje ir kada nors vél prie jo grizti.

Absoliuciai nepatartina mastyti taip: jeigu a$ tokio uZdavinio neiveikiu, tai a§ esu
niekam tikes.

Dideliu skaiCiuy baimés maZinimas arba vienas natiiralus biidas prisijaukinti
arba perprasti uzduoti

Dideli skaifiai, panaSiai kaip ir dideli Zmonés, gali daryti tam tikra psichologini,
poveiki, jautresniam arba tiesiog maZzai su jais susidiirusiam zmogui, ir jis gali i§leisti
i§ akiy, kad su dideliu skaiCiumi gali bati tiek pat nesudétinga susitvarkyti, kaip ir su
mazu, o0 su mazu mums psichologiskai visada ramiau — tokiose situacijose mes labiau
savimi pasitikime, mes akylesni, mes ten puikiai susigaudome.

Pademonstruosime kone chrestomatini, ir dar priedo filosofini pavyzdi, kuris ne taip
paprastai leidZiasi i§sprendZiamas.

Turime 2004 x 2004 matmeny lentele (vél nujauciame didelio skaitiaus spaudima),
i, kurios kiekvieng langelj, ira8ytas skaiius. LeidZiama paimti bet kuria eilute arba bet
kuri stulpeli ir visus jame esanciy skai¢iy Zenklus pakeisti priesingais, ir toki, veiksma
testi, kiek tik beprireikty. —

[rodykite, jog uZsispyr¢ mes visados galime pereiti prie tokios lentelés, kurioje
visy kiekvienos eilutés ir lygiai taip pat visy kiekvieno stulpelio skaidiy suma yra
neneigiama.

Paimkime ir labai drastiSkai sumaZinkime lentelés matmenis, sumaZinkime tiek,
kad daugiau jau ir sumaZinti nebeimanoma — imkime vadinamaja lentele 1 x 1, arba
paprastai kalbant vieng skaiciu.

Jeigu jis neneigiamas, tai nieko jam daryti ir nereikia, o jeigu tas vienintelis
skaiCius, tai pakeisime jo Zenkla ir visa bus atlikta.

Sekantis pagal paprastuma atvejis yra 2 x 2 matmenu lentelé. Jeigu imtume
konkreCia lentele, tai tuojau pat visa atliktume — todél dabar labai norétysi bendro
samprotavimo, kad ir dabar bty aiku, ir kad tas samprotavimas aps§viesty ir didesnes
lenteles.

Kaip bezilrétum, nepaneigsi, kad 2 x 2 matmeny lenteléje yra 4 skaiiai a, b, ¢ ir
d. Jie, kad ir ka bedarytum, nebus kitokie kaip kad plius a arba minus a, plius b arba
minus b, plius ¢ arba minus c ir galop plius d arba minus d. Kitokiose biisenose jie
nebus. Jeigu kiekvienas skaiCius gali biti dviejose biisenose, tai tie 4 skailiai pagal
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kombinatorinés daugybos (arba sveiko proto) principa gali rastis 2 x 2 x 2 x 2 =16
buseny.

Daugiau biisenu lentelé neturi. Todél viena i§ 16 tu galimu lentelés biisenu turi pacia
didZziausia imanoma visy lentelés skaiCiy suma.

Tada mes tvirtiname, kad tada ir kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio skailiy
suma yra neneigiama.

Tikrai, jeigu turédami pacia didZiausia imanoma visos lentelés skaiCiu suma mes
kurioje nors eilutéje ar stulpelyje atrastume neigiama visy skaiiy suma, tai ten
pakeite visus Zenklus prieSingais mes ta suma tikrai padidintume, bet to padaryti
nebeimanoma, nes ta suma jau dabar yra pasirinkta pati didziausia.

SUMMARY

R. KaSuba. A psychological aspects of solving of mathematical problems

Some natural problems which occur by solving of mathematical problems are being regarded.
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