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1. Ivadas

Autolvykiy tyrimo metu daZni atvejai, kuomet nepavyksta reikiamu tikslumu nusta-
tyti vienu ar kity automobilio judéjimo parametry reikimiy (pvz., stabdymo kelio,
automobilio judéjimo greicio ir pan.), reikalingy skaiGiuojant ir atstatant autoivykio
mechanizma. Autoivykis - sudétingas procesas, itakojamas daugelio veiksniy, skir-
tingy savo veikimo pobiidZiu, intensyvumu ir trukme. Daugelis veiksniy tarpusavyje
susij¢ sudétingomis priklausomybeémis, kurias neimanoma nei pilnai apraSyti nei tik-
sliai Lvertinti. Autotechninéje ekspertizéje naudojamos matematinés lygtys, siejancios
daugeli dydZiu, yra tik realios situacijos idealizacija, kuri modeliuoja tik pagrindinius
zinomus sarysius ir neatsiZvelgia i neZinomus, silpnus ir atsitiktinius faktorius. Dél
to labai svarbu Zinoti, kokiose ribose galima garantuoti galutine bendro skai¢iavimo
rezultato reik§me. Viena svarbiausiy uZduodiy, tiriant autoivyki, yra automobilio stab-
dymo kelio nustatymas. Jo vertinimo tiksluma $iame straipsnyje ir aptarsime. Trans-
porto priemonés judéjimo analizei daZniausiai yra naudojami determinuoti matema-
tiniai modeliai. TaCiau tuomet sudétinga nustatyti automobilio parametry ir jo judéjimo
aprasymo netikslumy itaka apskai¢iuotoms ieskomy dydZiy reik§méms. Vienas i3
galimy Cio uZdavinio sprendimo biidy biity priimti, kad modelio parametrai yra atsi-
tiktiniai dydZiai ir formuliy, naudojamy ieSkomy dydziy reik§méms apskaidiuoti, tik-
slumo analizei taikyti statistinius metodus. Nagrinéjant automobilio stabdymo kelio
skaiCiavimy netikslumus remiamasi jvairiais metodais ir modeliais: ribiniy reikSmiy,
LagranZo baigtiniy poky¢iy (pilno diferencialo), tikimybiniu, Monte-Karlo: modelia-
vimu stochastiniais procesais ir kt.

2. Stabdymo kelio vertinimo problema

Tyrimo objektas. Darbe tiriamas papras¢iausias lengvojo automobilio stabdymo atve-
Jis, kuomet jis vaZiuoja lygiu, horizontaliu keliu. Stabdymo eiga geriausiai apraso isil-
ginio stabdymo létéjimo pagreicio kitimas laike (Zr. 1 pav.).

Pradiniu momentu (taskas O) (1 pav.) automobilio, judéjusio tam tikru pradiniu
greiCiu v, vairuotojas pastebi kliati, ir priima sprendima stabdyti, perkelia koja ant
stabdZiy pedalo (tai — vairuotojo reakcijos laikas) ir ji spaudZia, taciau greitis pradeda
mazéti ne i§ karto, o po tam tikro laiko, vadinamo stabdZiy pavaros vélavimo arba
stabdZiy suveikimo laiku (1 pav., laikas #g). Sios stabdymo fazés itakos automobilio
sustojimo keliui tyrimas yra atskiras uzdavinys [2], kuris Siame darbe nenagrinéjamas.
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1 pav. Automobilio stabdymo diagrama: 1 — teoriné, 2 — gauta eksperimento metu.

Darbe tiriamas automobilio stabdymo kelio ilgis. Tai yra atstumas, kuri nuvaZiuoja au-
tomobilis nuo pagreicio létéjimo pradZios iki sustojimo (1 pav., atkarpa AD). Siekiant
supaprastinti skai¢iavimus, daZnai priimama [2], kad skaiCiuojamojoje automobilio
stabdymo diagramoje létéjimo kreivé i§ pradziy kyla pagal tiese (atkarpa AB, laikas t,
vadinamas létéjimo pagreicio augimo laiku), po to, pasiekusi tam tikra reik§me, kada
automobilio ratai pradeda slysti, tampa pastovia arba i3 léto tiesiskai didéja (atkarpa
BC, laikas r, vadinamas pilno stabdymo laiku) ir gale staigiai tiesiSkai, (beveik) stat-
menai ¢ asiai sumaZzéja iki O (atkarpa CD, laikas #3 vadinamas atstabdymo laiku). Toks
letéjimo pagreiCio kreivés struktiirizavimas leidZia i$skirti ir iStirti esminius stabdymo
proceso elementus, kurie gali itakoti stabdymo kelia, ir tuo biidu formalizuoti uzdavini.

Uzdavinio formulavimas. Tarkime, kad stabdymo pradZios momentas yra t =0,
v yra automobilio judéjimo greitis tuo momentu, T = T (v) yra atitinkamas sustojimo
laikas. Létéjimo pagreicio kitimo trajektorija intervale [0, T'] natiiralu traktuoti kaip
atsitiktini procesa Y (), 0<¢t < T, V= V() ir S = S(¢) yra atitinkamai automobilio
greitis ir nuo stabdymo pradZios nuvaZiuotas kelias momentu ¢. Tuomet

¢ |
V(t):v——f Y (s)ds, (1)
0

t K [ S
S(t)-—_-vt——/ ds/ Y(l)dl—_:V(t)H—/ sY(s)ds, tel[0,T], 2)
0 0 0

ir teisingos lygybés
T
V(T)=0, S,:=5() =/ sY (s)ds. (3)
0

Cia S, Zymi stabdymo kelia, esant pradiniam judéjimo greiiui v. UZdavinys yra, Zi-
nant pradinio greiio v reikSme, kuo tiksliau prognozuoti (nuspéti) atsitiktinio dydzio
Sy reik8me ir jvertinti tos prognozés viduting paklaida. Kadangi procesas Y yra atsi-
tiktinis ir be to dar pats priklauso nuo v, tai be papildomy prielaidy konstruktyviai Sio
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uZdavinio iSspresti nepavyksta. Jam spresti yra taikomi jvairs metodai, dauguma i$ ju
remiasi auksSCiau apraSyta létéjimo pagreicio kreivés linearizacija (Zr. 1 pav.).

Trumpa paklaiduy vertinimo metodu apzvalga. PaZymékime T; =t + ... +
ti, J=1,2,3, Ty = 0. Laikant, kad pagreitis Y(t) =a, t; <t < T, t3=0,01 yra
pakankamai mazas palyginus su #;, gauname tokia stabdymo kelio S, aproksimacija:

1 v?
Sv%-i-(vtl—l-'z-c—l). 4)
Pilno stabdymo atkarpoje BC pastovy pagreiti.a galima iSsreiksti formule a = go, kur
g yralaisvojo kritimo pagreitis, o ¢ yra (vidutiné) sukibimo koeficiento tarp rato ir ke-
lio dangos reikSmeé. IS eksperimentiniy duomeny jvertinus atskiry judéjimo parametry
vidurki bei standartini nuokrypi, ir pritaikius ,,30 taisykle“, gauname, pavyzdZiui,
tokias nelygybes [6]:

v? v?

— < Sy < - :
2¢(p +30) 28(p — 30)

(3)

Cia paprastumo délei laikoma, kad #; =0, o ¢ ir o yra sukibimo koeficiento ¢
atitinkamai vidurkio ir standartinio nuokrypio ivertiniai. Yra i§vestos ir sudétingesnés
formulés, kurios naudoja ir sukibimo koeficiento (stabdymo pagrei¢io) atsitiktiniy
svyravimy, laikomy stacionariu atsitiktiniu procesu, koreliacinés funkcijos parametry
1vercius [6].

M.Guzek [3] pateikia tokia tiesiaeigio stabdymo, traktuojamo kaip tam tikras
stochastinis procesas, analize. Stabdymo procesas nagrinéjamas tik nusistovéjusio
letejimo fazéje, ¢ € [11, T2] (Zr. 1 pav.). Laikoma, kad stabdymo pagreitis Y yra tiesinio
trendo ir stacionaraus atsitiktinio proceso £(¢) suma:

Y(t)=ay+by(t — 1) + @), telt,Tr] (6)

Trendo parametrai a; ir by, o taip pat nuvaZiuotas kelias iki pilno stabdymo pradZios
So ir pradinis greitis v laikomi atsitiktiniais dydZiais, turiniais (pavyzdZiui) normalyji,
skirstini. Zinant az, by, Sp, v ir atsitiktinio proceso € tikimybines charakteristikas (ju
statistinius iverCius) galima ivertinti ir stabdymo kelio, jo trukmés ir kity dominandiy
dydZiy vidutines paklaidas. I§ [3] pateikty statistinés experimentiniy duomeny analizés
rezultaty matyti (Zr. 2 pav. (a) ir (b)), kad, nepaisant Zymios proceso ¢ itakos pagreicio
dispersijai, jo itaka greiCio ir kelio dispersijoms yra maza (nevirsija 2 %).

Stabdymo kelio paklaidas siiloma skaifiuoti ir LagranZo baigtiniu poky¢iy for-
mule [4]. Jeigu S, yra skaiCiuojamas pagal formule (4) (1), ir Zinomos visy jos deSinéje
lygybés puséje esanciy kintamuyjy absoliutinés paklaidos Aty, Av, Aa, tai S = S, san-
tykiné paklaida apskaiCiuojama taip:

AS 195 Ar S Av 0S5 Aa
S lan S v S da S I
Stabdymo kelio paklaidoms vertinti taip pat naudojami ir grafiniai badai [1].

Stabdymo kelio S, skaiiavimo netikslumams vertinti naudojamu metody analizé
rodo, kad daugelis jy tik apytiksliai aprafo galimy paklaidy intervala, o tie, kurie

e
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2 pav. (a) PagreiCio, greicio ir kelio dispersiju D, =DY (¢), D, =DV (¢) ir Ds = DS (t) kitimas laike;
(b) procentinés dalys, vaizduojan¢ios komponenéiy v, Sy, €, B = by, A = ay atsitktinio
iSsibarstymo itaka dispersijai Dys.

atsizvelgia i atsitiktini stabdymo proceso pobidi, atskiras jo atsitiktines kompo-
nentes traktuoja kaip nepriklausomas, dél ko paprastai gaunamos gana plagios galimy
reik§miy ribos, kas riboja jy taikymo galimybes autotechninése ekspertizése. Siame
darbe bandyta, remiantis stabdymo eksperimenty duomenimis, tiesiogiai modeliuoti
stabdymo kelio ilgio S, priklausomybe nuo pradinio grei¢io v, sudarant ir pagrindZiant
regresini modeli, ir jo pagrindu jvertinti S, prognozés, Zinant v, paklaida.

3. Eksperimentiniai duomenys ir tyrimo metodika

Eksperimentiniai duomenys surinkti, atliekant lengvyjy automobiliy tiesiaeigio ek-
stremalaus stabdymo bandymus. Bandymams pasirinkta 13 lengvyjy automobiliy,
tame tarpe du i3 juy su stabdZiy antiblokavimo sistema (ABS), kuri pilno stabdymo
fazéje neleidZia ratams slysti. Vidutinis tiriamy automobiliy amZius — apie 12 mety.
Automobiliai buvo stabdomi uZmiescio eismo salygomis ant lygios, sausos ir Slapios,
asfalto kelio dangos. Bandymai atlikti po 3 kartus kiekvienai i§ 3 automobilio judéjimo
pradinio greicio v reikSmiuy: 40, 60 ir 80 km/h (viso 9 bandymai vienam automobiliui).
Kiekvienu atveju, pasiekus atitinkama greiti, buvo staigiai stabdoma (jei automobilis
be ABS - ratai uZsiblokuodavo), neatleidZiant stabdZiy pedalo iki automobilis visiSkai
sustoja. Bandymo metu buvo kas 0,02 s. matuojamos stabdymo (1étéjimo) pagreitio

Y (¢) reik§més visam stabdymo laikui kilnojamuoju létéjimo matavimo prietaisu VZM
100.

Prielaidos. Kaip jau buvo minéta, bendru atveju apie S, priklausomybe nuo v
nieko konkretesnio pasakyti negalima. AiSku tik, kad didéjant v, S, taip pat didéja.
Zemiau pateiktos prielaidos remiasi preliminaria turimy duomeny analize, kurios metu
kiekvienai stebétai létéjimo pagreidio trajektorijai Y (¢), 0 <t < T, naudojant euristinj,
algoritma buvo parenkami 1 pav. pavaizduotos trapecijos ABCD parametrai. Taciau
reikia pabréZti, kad galutinis tikslas yra ne pagiy proceso Y trajektoriju kuo tikslesné
aproksimacija jas parametrizuojant, o S, priklausomybés nuo v struktiiros nustatymas
ir jos pagrindimas.
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Prielaidos:

(I) Kaip jau buvo minéta metody apZvalgoje, vertinant automobilio greiti stabdymo
pradzioje v ir stabdymo kelig S, stebéty proceso Y trajektoriju daZnus svyra-
vimus ¢, atsirandancius dél automobilio virpesiy ir matavimo paklaidy (formulé
(6)), galima ignoruoti. Y trajektorijas pakankamai tiksliai aproksimuoja igaubta
tolydiné atsitiktiné lauZté L su dviem laZio taskais B ir C (Zr. 1 pav.), kuri tenkina
lygybes L(0) = L(T) =0.

(II) Dydziai L(T3) ir t3 nepriklauso nuo v. Tai natirali prielaida, nes visais atvejais
automobilio greitis V() ~ 0, kai ¢ yra artimas T'. Atstabdymo laikas 3 paprastai
(apie 95% atveju) nevirsija 0,2.

(III) LauZtés L atkarpy

Lt)=a;+bjt —T;), tellj_1,Tjl, j=1,2,3, (7)
parametrai be lauztés L tolydumo salygotuy apribojimy tenkina dar tokias salygas:
N =oa+ B, (8)

atsitiktiniai koeficientai «, B ir b, nepriklauso nuo v, ju vidurkiai tenkima nely-
gybes 0,1 < Ea <0, 3, E|B]| <0,0006, 0 < Eb; < 0,05Ea;, o jy variacijos ko-
eficientai nevirSija 0, 4. Atsitiktiniam dydZiui a; galioja nelygybés 6 < Eay < 8,
variacijos koeficientas maZesnis uz 0, 1.

Pastaba. AiSku, kad 75 =T ir a3 = 0. Jie ivesti Zyméjimo patogumui.

Stabdymo kelio S, aproksimacija. Formuléje (1) sutinkamai su prielaida (I) pro-
cesa Y keiCiame lauZte L (7) ir suintegrave gauname V(¢) iSraiSka, kuria istatome i

pirmaja (3) lygti:
v=)/0+)/1l‘2+)/2’22+)/01v+Y11t2v- 9)

Cia raide y su indeksais pazymeti atsitiktiniai koeficientai, priklausantys tik nuo «, 8
ir aj,b;, j=1,2,3. Tai galios ir visiems kitiems graikiSkom raidém Zymimiems
koeficientams, kuriuos jivesime véliau. ISsprende lygti (9) atZvilgiu v ir pasinaudoj¢
prielaida (IIT) gauname

Yo+ vit2 + vat3 - - -2
V= = (Yo + Y12 + »215) (1 + &7). (10)
1 —yo1 +y1112 ( 2)
Remiantis prielaida (III) atsitiktinio dydZio || vidurkis neturéty virSyti 0,05.
Analogiskai suintegrave S(¢) (2) ir istate i antraja (3) lygti ja galime uZrasyti taip:

2 2 3 2
art 2t 2t bt 3t 2t
sz_._2(1+-—1+—12—)+————2-(1+—-1-——-——2]—>—I—usz-l—uO. (11)
2 153 3t; 6 153 2

IS lygties (10) surade apytikslia 1 iSrai§ka per v ir ja pakeite ¢, formuléje (11), o taip
pat pasinaudoje f1 iSraiSka (8) bei prielaida (III) iSvedame, kad

Sy = (no + mv + nv* + n3v°) (1 + 8), (12)
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kur atsitiktinio dydzio |8| vidurkis neturéty vir§yti 0,05. Konkregios koeficienty
10, .-, N3 iSraiSkos per «, B iraj, bj, j=1,2,3, gana gremézdiskos ir tolesnei ana-
lizei nereikalingos, todél ju nepateiksime. Svarbi tik Siu Koeficientu dalykiné inter-
pretacija. Koeficientas n3 yra apytiksliai proporcingas b, ir todél atspindi sukibimo
koeficiento ¢ priklausomuma nuo greitio. Jeigu ¢ nuo greicio nepriklauso, koeficien-
tas n3 = 0. Koeficiento 7, pagrindiné dedamoji yra a/2 ir jos indélis didéja augant
v. 72 taip pat priklauso nuo B ir sandaugos ab,. Koeficientai 7 ir 77 gana sudétingi,
bet i§ esmés apraSo stabdZiy suveikimo ir atstabdymo faziy itaka stabdymo keliui. Jie
lygus 0, jeigu 11 = 13 = 0. Treciasis narys deSinéje lygybés (12) puséje yra pagrindinis.

Kadangi ny, ..., n3 yra atsitiktiniai koeficienatai, nepriklausantys nuo v, tai i§ (12)
galima padaryti iSvada, kad S, priklausomybe nuo v, jeigu tik teisingos prielaidos (I)—
(III), turéty gerai apsiraSyti 3-ios eilés polinominés regresijos su heteroskedastiskomis
paklaidomis modelis. Statistiné analizé i§ esmés patvirtino $ia i§vada.

4. Statistneés analizées rezultatai

Kiekvienai stebétai trajektorijai Y (), 0 <t < T, Simpsono skaitinio integravimo
metodu buvo apskaiCiuotas pradinis greitis v ir stabdymo kelias S,. Pasirodé, kad
tokiu badu gautos v reikSmés Zenkliai skiriasi nuo stabdymo pradZioje uZregistruoty
spidometro parodymy, kurie daZnai turéjo aiskia sistemine paklaida. Kaip tai itakojo
Sy prognozg, Siame darbe nenagrinésime. Taip pat buvo sukurti papildomi kategoriniai
kintamieji: kintamasis SLAPIAS, nusakantis sausa ar $lapia buvo asfalto danga, AU-
TOID, identifikuojantis viena i§ 13 automobiliy, bei ABS, charakterizuojantis auto-
mobilio stabdymo sistema (su ABS ar be jos). Statistiné analizé buvo atlikta su SAS
procedira MIXED [5] skirta miSraus bendro tiesinio modelio (mixed general linear
model) parinkimui. Sis modelis leidZia aprasyti tiek determinuoty (fixed factors), tiek
ir atsitiktiniy faktoriy (random factors) jtaka aiSkinamajam kintamajam ir tokiu badu
ivertinti bendro tiesinio modelio parametrus, kai paklaidos yra koreliuotos (ir hete-
roskedasti§kos). Buvo iSbandyti ivairds modeliai. Neatsitiktinei daliai aprasyti buvo
nagrinetos visos galimos v laipsniy iki 4-osios eilés saveikos su kategoriniais kinta-
maisiais. Paklaidy koreliacinés matricos struktiirg visy pirma nusako dvi prielaidos:

(1) bandymai, atlikti su skirtingais automobiliais yra tarpusavyje nepriklausomi,

(2) paklaidy dispersija didéja kartu su v.

Kadangi duomenu buvo palyginti nedaug, buvo nagrinéti tik papras¢iausi kore-
liaciniai modeliai su vienoda koreliacija (compound symmetry) tarp to paties eksperi-
mento skirtingy bandymu. Galutinio modelio parinkimui taikéme Akaike tipo informa-
cinius kriterijus (AIC, AICC, BIC). Paklaidu kovariacija tarp priklausomy stebé&jimuy
geriausiai aprase kovariaciné matrica su vienoda skirtingy stebéjimy koreliacija ir dis-
persijom, priklausanCiom nuo pasirinkto grei¢io (40, 60 ar 80 km/h). Konstruodami
Sy prognozés modelj kintamojo AUTOID nenaudojome, ji traktavome kaip atsitik-
tini, faktoriy, nes realiose situacijose jis bus neZinomas. I§ visy stebéjimy labai is-
siskyré bandymy serija su automobiliu AUDI 90 ant $lapio asfalto. Tai ai$kinama labai
susidévéjusiom Sio automobilio padangom. Siam atvejui iSskirti buvo sukurtas spe-
cialus kategorinis kintamsis IA90S.

Parinkto modelio rezultatai pateikiami 1 lenteléje.
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1 lentele
Pavadinimas [vertis Std. paklaida 1.1 t-statist. p reik§mé
IA90S —10,6314 1,2385 12 —8,58 <, 0001
vx[A90S 0,3631 0,03149 100 11,53 <, 0001
VkV 0,006243 0,000069 100 90,25 <, 0001
vxvxSLAPIAS 0,000732 0,000152 100 4,81 <, 0001

vkvkvkABS —0,00002 1,736E—6 100 —8,75 <, 0001

IS 1 lentelés matyti, kad tarp aiSkinamujy kintamyjy néra v laipsniy aukstesniy uz
3 bei ju saveiky su kategoriniais kintamaisiais, kas atitinka (12). Koeficientas prie v°,
o tuo patiu ir by, statistiskai reik§mingas tik automobiliams su ABS. Slapia asfalto
danga maZina sukibimo koeficienta, ir todél natiiralu, kad saveika ,,vxvSLAPIAS*
ieina i regresijos lygti. Dél nusidévéjusiy padangy automobilis AUDI 90 pradéjo slysti
daug anksciau, ir todél Zenkliai sutrumpéjo laikas #;. Tuo ir paaiS§kinamas dichotominio
kintamojo ,,JA90S* ir jo saveikos ,,vxIA90s* statistinis reikSmingumas. Parinkto mod-
elio liekany standartinis nuokrypis yra lygus 0,64, 0,84 ir 1,73 m., kai greitis pagal
spidometra atitinkamai lygus 40, 60 ir 80 kmfh; automobiliui be ABS prognozuoja-
mas stabdymo kelias ant suasos asfalto dangos tuomet yra atitinkamai 9,97, 22, 44
ir 39, 88 m. Atsitiktiné paklaida iSskaidoma i dvi dedamasias: atsitiktini, automobilio
ir vairuotojo efekta, kuris salygoja koreliacija tarp pakartotiny bandymy toje pacioje
bandymu serijoje, ir grynai atsitikting (pure random) paklaida, kurios reik§més tarp
skirtingy bandymu yra nekoreliuotos. Automobilio ir vairuotojo efekto dispersija su-
daro mazdaug 44 procentus visos atsitiktinés paklaidos dispersijos.
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SUMMARY

M. Radavicius, S. Nagurnas. Estimation of car braking parameters

In the paper the problem of prediction of car braking distance from its initial speed is considered. Based
on the data of braking experiments, a regression model is fitted and validated and the covariance structure
of the prediction errors is established.

Keywords: car braking distance, deceleration, general linear mixed model, repeated measures, regression
analysis.



