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1. Ivadas

Optimizavimo uZdaviniy, kai tikslo funkcija yra nediferencijuojama, sprendimas yra
aktuali teoriné ir praktiné problema [1, 3]. Efektyvius skaitmeninius nediferencijuo-
jamo optimizavimo algoritmus leidZia sukurti SPSA metodas, nes stochastiniam gra-
dientui {vertinti kiekvienoj iteracijoj pakanka Zinoti tik viena arba dvi tikslo funkci-
jos reik§mes. Zinomi SPSA algoritmai remiasi tikslo funkcijos suglodinimu naudojant
Bernulio modelj, [4] arba suglodinimo operatoriuy, tolygiai pasiskirs¢iusi daugiamadi-
ame hiperkube [1]. Siame darbe ivedamas SPSA algoritmas, kuris remiasi Gauso su-
glodinimo operatoriumi, bei irodomas §io algoritmo konvergavimas LipSico funkcijy
klaseje.

2. Optimizavimo metodo konvergavimo tyrimas
Nagrinésime optimizavimo uzdavinj,
f(x) = min, | (1)

Cia f: M" — 9 funkcija, tenkinanti LipSico salyga su konstanta K, minycgn f (x) — 00,
0 df (x) — jos subdiferencialas. IS LipSico salygos iSplaukia: supgeire gl < K [1].

xemh
Pazymékime stacionariy taSku ir stacionariy reik§miy aibes: X*={x|0 € of (x)} ir

F* = {z]z = f(x),x € X*}. Funkcijos suglodinimui naudosime Gauso operatoriy:
fx,0)=Ef(x+0§),E ~N(0, I,), ¢ia o > 0 suglodinimo parametras. UZraSysime
suglodinta funkcija integraliniu pavidalu:

frioy=0Qm7% | fx+0y) pO)dy

o y =X " Iy1I>
=@t o™ | fO)-p(F==)dy, G pO)=exp(— ).
Pastebésime, kad tokiu budu suglodintos funkcijos yra be galo diferencijuojamos
iprastine prasme. IS Rademacherio teoremos [1] seka, kad apibendrinto gradiento dau-
giareitkSmiSkumo taSky aibés Borelio matas lygus nuliui. Kadangi f(x) apibendrintas
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gradientas yra apréZtas, o nagrinéjamas matas yra absoliuciai tolydus, galime jvesti
suglodintos funkcijos gradientg

d— ’
g0y = LD Ear (et o6) @)

kur daugiareik§miSkumo taSkuose imama bet kuri apibendrinto gradiento reik§mé. Ne-
sunku jsitikinti, kad taip pat

op (== E — :
Sx.0) = (27)-3 . Wf(y)_ p(axd,)dy: (f(x+oi) fe)-§ )

IS (3) seka, kad funkcijos stochastini gradienta galima ivertinti tokiu biadu:

g(x,g’g)___(f(X+0$)—f(X))-§. (@)

o

Aisku, kad Eg(x,0,§) = g(x,0). I§ LipSico salygos iSplaukia, kad egzistuoja ir
yra tolygiai apreztl visi iverCio (4) baigtinés eilés momentai, kai o > 0, pvz,

Elgx,0,6II* < Co=K?-n-(n+2).

1 LEMA. Jei f(x) tenkina LipSico sqlygaq su konstanta K, tai
flx,01) = f(x,02)| <C1-K - |o1 — 0a,
Ci-K-llxi — x|

(02

|51, 0) =82, 00 <
cia Cy = E|§].
[rodymas. I3 LipSico salygos ir (4) formulés gauname:
Frion = Tx00)| = |E(fx +016) = f(x +28))]

SE|f(x+018) = f(x +026)| <K - Jo1 — 03] - EIlE| < C1 - K - |oq — 0],
E(f(Xl+US)—f(xl)—f(X2+0§)+f(xz))-§“

o

[g61,0) — B2, 0)| = |
_ ” E(f(x1+08)— f(x2+0E))-& ll

o}

Bl +08)— fa+08)) -6l _ K-llx1 —x ENEN

X
o o

2 LEMA. Tegul f(x) tenkina LipSico sqlygq su konstanta K, be to, bet kuriam € > 0
galima rasti toki. § > 0, kad visiems y, ||y — x|| < 28, kur funkcija f(x) diferencijuo-

Jama iprastine prasme, tolygiai x atZvilgiu galioja MiNzegf (x) | —fT(yL) —z|| < 5. Tegul
dar o; — 0. Tuomet bet kuriam ¢ > 0 galima rasti toki k, kad visiems vy, ||y — x| <8,
kur funkcija f (x) diferencijuojama iprastine prasme, ir visiems i > k tolygiai x at3vil-
giu galioja mingeyr(x) 18(y, 0i) — zll < e.
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[rodymas. Zymésime [ (A) aibés A indikatoriy. Tegul z; € df (x) toks, kad

(g<y+o,s> 2) (||s||<%))“,

o k yra toks, kad o; < % : /ﬁ—n visiems i > k. Tuomet turime, kad

) ) 2-Kon-or £
E(Jleo+a&)—a]-1(161> =) ) <2k - P(Igl > =) < ——5—— <
of of, 3 2

“E((g(y+m€)—zl) II§||< )”—51}2\)

Tegul H: N" — 9f (x) yra selektorius, tai yra tokia mati funkcija, kad ||g(y) —

H(y)|| = mingesrx) g (y) — z|| (Zr. teorema apie selektorius [2]), ¢ia g(y) = —ﬂL.
Tuomet, kai ||y — x|| <4, seka, kad

Jnin_ I, 0i) —z| < ”E(g(y+0i€)—zl)“

= ME((g<y+a,-5)—z1)-1(nsn<3;))+E<(g<y+a,-s>—z1)-1(||sn >£—)) “
E((g(y+ai§)—z) HEII )“

IE((g(y +oi§) 1) 1(JgN > G—)) ” <e,

nes

s> £(( g, oo +a0 -21)-1(1e1< 2))

)
N E“ (80 +0i€) = Hy + i) - 1 (18] < a_)”
5 )
> |E(s0+0i6)- 1(lel < 2}‘)> i E<H(y ron-1(is1< 7))
(o0 <2

kadangi i§ subdiferencialo iSkilumo seka F <H (y+o0i& )| €Il < ;‘S-) e df (x).
Iveskime seka

xk+1=xk—pk-gk, k=1,2, ..., (5)
01a g = g(x , Ok, Ek+1) stochastinio gradiento, apskaiciuoto pagal (4), reik§mé taske
xk ,§1,&2, ... yra nepriklausomos & kopijos, px — skaliarinis daugiklis, o o} — glodin-
imo parametro reik§mé iteracijoje k, x* — pradinis taskas. Seka (5) konverguoja i, (1)
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sprendini beveik tikrai (b. t.), kai iteraciju skaiCius neapréztai didéja, jei yra iSpildytos
tam tikros salygos.
TEOREMA. Jei funkcija f: N — N

A) tenkina LipSico sqlyga su konstanta K,
B) yra apréZta is apacios,
C) limy_, oo inf,eyr k) 18] > O et kokiai sekai {x*}, jei lim,_, o [x¥]| = oo,
D) bet kuriam ¢ > 0 galima rasti toki § > 0, kad visiems y, ||y — x|| < 28, kur
funkcija f(x) diferencijuojama iprastine prasme, tolygiai x atZvilgiu galioja
. 9 (v
minzear o) | G —z] <5,
E) funkcijos stacionariy reik§miy aibé F* neturi vidiniy tasky,
F) {pk}, {ok} yra neneigiamy skaiciy, sekos, tokios, kad
D Re 1 Pk =00, Y poqpf <00, o >0, |ox —ok_1l/px = O, & — 0,
tuomet visi sekos {x* }, apibréZiamos formule (5), ribiniai taskai b.t. priklauso X*.
Zymeékime {On}>_, o-algebry srauta, sugeneruota sekos {x’"};":o.
3 LEMA. Jei {¢} yra tokia atsitiktiniy dydZiy seka, suderinta su{@m}gfzo, kad
Z,fio E go,% < 00, tai Z,fio ok — E(or|Ok—1.) b.t. konverguoja.

Lemos rodyma galima rasti ( [6], 1 lema, 2 priedo 4 skyrius).
Teoremos irodymas. IS 1 lemos turime:
FO o) S F*H o) + Cr - K - o1 — ol (6)

IS LagranZo formulés seka:

T o) =Tk 00 + (3(* +1ah ! = xh), op) — 6, m)T @ =)

+2(F, o R — xR
Ci-K

Ok

< FK o) +5(xk, o) - (M — x5 + xR — X2

— : o Ci K- pf ‘ 2
= (x5 00) — prg (5, on, E DT (K, on) + : ”g(xk,ak,SkH)“

Ok
_ Ci-K , 2 o
=7k o) + 01" 12 = ok IZF 112 + orgt BF — %)
— Ci-K-Cy _ Ci-K
<TGk op) + - pf — okllZN2 + op - ("> = Ellg*11?)
Ok Ok
+ o @7 @ - g5, 7)

0 <t < 1ir trumpumo délei paZyméta §k = §(xk, Ok ), gk = g(xk, Ok, &k+1)- Tarkime
priesingai. Tada galima rasti tokius skaiCius s ir §, kad aibiy {x|||x* — x| < 26} seka
neturi sankirtos su X*, kai s > 5. IS 2 lemos seka, kad galima rasti toki, ¢ > 0, kad
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18" |l = € > 0 tolygiai x atZvilgiu, jei s > 5, ir § yra pakankamai didelis. Tegul 5 yra
g giu, ] g y
S — 2
toks, kad yra teisinga nelygybeé, kaii > 5§ C"K"U’,“ gil 4 piCy Cl K <& Tadais (6)
y g gy 0; 2

ir (7) gauname:

7 k
_— - £
O o) < f(x*,0y) — B Zpi
=5

8 CLKoipi—ail  piCrK -G
Ll 20K
[=S§ 2 Pi o

k
+Zp, (g = E(l'1%1©:)) + > pi @) (8" — £

) k k
_ £ P
<f(x“,as)—7§ pi+ Y pi@E @ -8
=g [=s

(' 1* = E(lg'1171©;)). (8)

+Zp,

Kadangi "5 p2(E((e)7107) - 7% < T4y PP (E(I8'I1P10:))* < C3 - Yok o? ir
Y ey ,o,? < 00, 1§ 3 lemos iSplaukia, kad Zooo pi@)" - (@ - g bt konverguoja.
Panagiai jrodome, kad > o, p? - g—J—K (lg'll> — E(llg'%1©;.)) b.t. konverguoja,
nes egzistuoja tolygiai aprézti visi I(V€1C10 (4) baigtinés eilés momentai. Kadangi
Z?’;S pi = 00,0 f(x,0) yra aprezta 1§ apacios, gauname prieStaravima. Taigi, turi
egzistuoti begalinis posekis, konverguojantis i X*. Dabar tarkime, kad sekoje (5) egzis-
tuoja, arba apréztas posekis, konverguojantis i x” ¢ X*, arba posekis, konverguojantis
i begalybe.

Pirma irodysime, kad, jei sekoje {xk} —o Yyra apreztas posekis, konverguojantis i
tasSka x’/, kur Infeearxn llgll > 0, tai egzistuoja toks &g, kad esant bet koklems 5 €
(0, dp], gallma rasti tokias indeksu sekas {[;}72 5, {ks 152, Is < ks, kad [x! — x| <
del visy i € [I;, kg — 1], ir

Tim f(x*) < lim f@xb). (9)

IS tikryju, i8 prielaidy apie posekiu, konverguojandiy i x’ ¢ X* ir i x € X*, egzis-
tavima, iSplaukia, kad galime rastl tokias 1ndeksu sekas [, kg, [l < ks, kad pakanka—
mai maZam § turime, kad |x% — x| < 8, Ixks — x| > 26 ir lxt — x/|| < 26, kai
| €[lg, kg — 1]. Dabar uodymme kad i8S toqu sekq eg21stav1mo 1splauk1a (9). Turime,

ks — ks
kad xks = xls — - > p,g =xb — Zi:l_, oig' Zi_—.ls pi(g' —28"). I§ Lemos 3 is-
plaukia, kad 2930 pi-(g'—¢ Y b. t. konverguoja. Reiskia || Zf.‘_f__jx] pi(g! — —’)|| < g—,
kai s > 5, jei 5 yra pakankamai didelis. Todél § < |[x* — x!s|| < || Z 2 ,O,g H



608 ' V. Bartkuteé, L. Sakalauskas

ks— =i ks —
nz_,‘p,<g‘—g'>n I a4+ 5. Tad | 0 0iE > 6 ir

2J—’ nes ||g'||?> < C,. Tuomet i§ (8) gauname iverti; f(x b op,) < flab ,Ul.) —

7 \/_— IS tolygaus konvergavimo x atZvilgiu: f (x,0) = f(x), kai 0 — 0, seka (9).

Pastebésime, kad bet kuriems skai¢iams f’ir f”, tokiems, kad lim,_, o f(x%) < f’ <
" < limy 00 f(x5), seka f(x¥) kerta intervala (f/, f”) be galo daug karty. Tuomet
galima rasti tokias dvi sekas {x"s}, ia ||x"s — x'|| <28, ir {xP}, kurioms

<<, faths (10)
fPY> ", f&HY>f, re<i<ps. (11)

Seka {x"s} galima laikyti konverguojancCia; prieSingu atveju vietoj Sios sekos galima
paimti jos konverguojanti poseki. IS sekos {x’s} konvergavimo, funkcijos f tolydumo,
(10) ir p; = O turime, kad limg_, 5 f(x"s) = f’. Tuomet i§ (10) iSplaukia, kad

hm f(x”‘ 11m f(x"™). (12)

Kadangi F* neturi vidiniu tasku, tai galime f’ parinkti toki, kad f’ gé F*. Kadangi

pagal LipSico salyga galime parinkti & < -L——f— , & > 0, tai dabar galime iSvesti (9), kai
seka {r;} atitinka {/;}, o {p,} atitinka {k } Tamau pastaruoju atveju (12) prieStarau-
ja (9).

Jei sekoje {xk},foo yra posekis, konverguojantis i begalybg, panaSiai irodome,
kad egzistuoja toks Jp, kad, kai & € (0, dp], galxma rasti tokias indeksu sekas
{1322 00 ks }°°O, kad infyex* |x — x|| = 8, dél visy i € [I;, k,] ir limy_ o0 f(x%) <
limg_ 00 [ (x ), toliau analogiSkai aukSCiau iSnagrinétam atvejui nustatome atitinkamu
indeksy rg, ps egzistavima, vedanti, { prieStaravima.

Straipsnio autoriai nuoSirdZiai dékoja recenzentui uz pateiktas pastabas, padéjusias
Zymiai pagerinti straipsni.
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SUMMARY

V. Bartkuté, L. Sakalauskas. Simultaneous perturbation stochastic aproximation for Lipshitz functions

The convergence conditions of Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SPSA) algorithm
with Gaussian smoothing operator are established in the class of Lipshitz functions.
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