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1. Ivadas

Viena 18 svarbiausiy problemy finansy matematikoje yra sukurti tinkama finansy ak-
tyvu (akciju, akciju indeksuy, palikany normy, valiuty kursy ir pan.) kainy dinamikos
modeli. Kainy dinamika atspindi atsitiktini, aktyvy vertés kitima laike. Daugelis au-
toriu [1, 2] mano, kad atsitiktinis kainy elgesys susijes su efektyviosios rinkos hipoteze
(ERH). Si hipotezé teigia, kad praeities informacija apie finansy rinkas visiSkai at-
sispindi esamosiose finansiniy aktyvy kainose ir kad rinkos akimirksniu reaguoja i
nauja informacija apie aktyvus. IS §iy prielaidy iSplaukia, kad aktyvu kainu atsitiktini,
kitima galima apraSyti Markovo procesu. Turint kainy dinamikos modeli, galima:

e teoriSkai ikainoti pasirinkimo sandorius (option), iSankstinius bei ateities sando-

rius (futures) ir kitus iSvestinius vertybinius popierius( derivative securities);

e jvertinti rizika, susietg su rizikingy vertybiniy popieriy portfelio turéjimu bei ja

valdyti.

Klasikinis budas apraSyti kainy dinamika yra kiekvienam aktyvui apibréZzti difuzini,
procesa, t.y., stochastini integrala arba stochasting diferencialing lygti, kai atsitikti-
numas yra valdomas Vinerio procesu. Labiausiai tikétina, kad Vinerio proceso pla-
tus panaudojimas, apraSant finansiniy aktyvy kainy dinamika, susijes su galimybe
gauti analizines raiSkas. Paprasty iSvestiniy vertybiniy popieriy kainos iSreiSkiamos
per Gauso skirstinj, ir lengvai skaiCiuojamos.

Pastaraisiais metais vis didesni démesi, tyréjai skiria stochastiniams modeliams, be-
siskiriantiems nuo klasikiniy difuziniy modeliy. Empiriniai tyrimai parodé, kad Vine-
rio procesas ne visiSkai adekvaciai apraSo kainy atsitiktini procesa ir kad dispersijos
bei kovariacijos néra pastovios kintant laikui. Norint teisingai ikainoti i§vestinius ver-
tybinius popierius ar valdyti rizika, reikia giliau suvokti aktyvy kainy dinamika ir jai
budingus bruozus. ApZvelgus uZsienio autoriy publikacijas, buvo i§skirtos tokios kainy
dinamikos empirinés savybeés: skirstiniai turi ,,sunkias uodegas*, pasitaiko kainy sklai-
dos Kklasteriai, retkarCiais biina dideli kainy Suoliai, daZnai nepasitvirtina prielaidos
apie Gauso skirtini ir modelio parametrai daZniausiai néra pastoviis.

Siame straipsnyje pateikiami keli klasikiniai modeliai, apraSantys kainy dinamika
bei iSanalizuoti stochastinio sklaidos parametro (volatility) modeliai, panaudojant
Vilniaus banke prekiaujamy EUR/USD kurso pasirinkimo sandoriy duomenis.
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2. Akcijos kainos stochastinis procesas

Aktyvy kainy modeliavimas siejasi su naujos informacijos, kuri itakoja kainas, mode-
liavimu. Priklausomai nuo to, kokie ivykiai pasirodo ,,normalas* ar ,reti, iSskiriami
pagrindiniai dviejuy tipu tolydZiojo laiko kainy kitimo modeliai. Neftci [3] teigia, kad
pagrindini skirtuma tarp ,,normaliuy® ir ,,rety* ivykiy elgesio apibudina proceso Suoliy
dydziai, susieti su tam tikrais ivykiais ir juy pasirodymo tikimybémis. Jei finansu rinkoje
dominuoja ,,normaliis* ivykiai, tai galima panaudoti Vinerio procesa, t.y., kainy proce-
sas apraSomas tolydZiuoju stochastiniu procesu, kai ekstremalios reikSmeés pasirodo
labai retai su tikimybémis normaliojo skirstinio ,,uodegoje®. Aktyvo grazos difuzinis
procesas apraSomas tokia stochastine diferencialine lygtimi:

dSt = /LS; dt -+ O'Sl th,

Cia S; — esamoji aktyvo kaina; u — pastovusis trendo parametras; o — pastovusis sklai-
dos parametras; W, — standartinis Vinerio procesas. Sis procesas turi tolydZiaja reali-
zacija, todél negalimi triikiai ir Suoliai, kai pasirodo reti ivykiai su dideliais kainu Suo-
liais. Tokiais atvejais yra naudojamas Puasono procesas, t.y., aktyvy kainy dinamika
modeliuojama kaip difuzinio ir Puasono procesy suma. Siuo atveju aktyvo kainos S
stochastine diferencialine lygtis turi pavidala

N,
dS; = uS;dt + oS, dW, +bS; Y (¥;— 1)
Jj=1 |

su tokiais papildomais dydZiais: ¥; — 1 —lognormaliai pasiskirste atsitiktiniai dydziai,
atspindintys Suolio dydi; N, — Suoliy intervale (0, ¢) skaiCius, pasiskirstes pagal Pua-
sono désni su parametru At, b — konstanta. Pastarojo tipo modeliai Zymiai adekvaciau
apraso finansy rinkas, taciau jie yra reCiau naudojami, negu grynai difuziniai procesai,
nes sudétinga ivertinti modelio parametrus.

3. Stochastinio sklaidos parametro modeliai

EmpiriSkai nustatyta, kad sklaidos parametras o yra atsitiktinis dydis. Neatitikimas
tarp Black—Scholes modeliu apskaiCiuoty pasirinkimo sandoriy kainy ir ju rinkos kainy
paskatino kurti ir plétoti stochastinio sklaidos parametro modelius. Tarkime, kad ver-
tybiniy popieriy kaina § kinta pagal Vinerio procesa su trendo parametru w ir sklaidos
parametru o, kurie priklauso nuo stochastinio proceso v [7]. Tada,

dStZIL(St,Ut)dt+O'(S1,Ut)dWSt, (1)
o (S, vr) = f(uvr), (2)
dur = (S, vp)de + B(Sr, vr) dWyy; (3)

cia Wg,, W, — koreliuotieji Vinerio procesai su koreliacijos koeficientu p , t.y.,

dWyr = pdWs; +4/1 — p2dZ;; (4)
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¢ia Wy, ir Z, yra nekoreliuotieji Vinerio procesai [9]. Taigi, stochastiniame sklaidos
parametro modelyje yra du atsitiktinumo Saltiniai, kai standartiniame Black—Scholes
modelyje yra tik vienas.

Bus tiriami trys skirtingi stochastinio sklaidos parametro modeliai: Hull-White, He-
ston ir logaritminis Ornstein—Uhlenbeck.

Hull-White modelis [5] yra atskirasis (1)-(4) lygtimis apraSomo modelio atvejis.
Taigi,

dS; = uS;dt + 0,5, dWs,, du, =yuv,dt + nu, dW;; (5)

Cia oy = Ju;, ¥y <0, Wg, ir Wy, yra nekoreliuoti Vinerio procesai. Darbe na-
grinéjamas atskiras atvejis, kada sklaidos parametras gali igyti tik dvi reik§mes. Siuo
atveju pirkimo pasirinkimo sandorio kaina skaiCiuojama pagal formule

— — 1 T
Ct:E[CBS(t’S?KyT,\/Uz)IUt:U], cia O'2=T [/ f(Ux)de,
— t

v; — dvieju buseny Markovo procesas [9] ir

. a]z sutikimybe p,
~ |os sutikimybe 1-— p.

Heston pasirinkimo sandoriy ikainojimo modelis apibréZiamas tariant, kad S; ir v,
tenkina lygtis [8]:

dS; = puS;dt + 0,5, dWs,,  duy =«(0 — vp)dt + /v, dWy; (0)

Cia oy = /v, k — grizimo prie vidurkio intensyvumas, 0 — sklaidos parametro
vidurkis, n — o; — sklaidos parametras. Tariama, kad parametrai «, 8, n, p yra pastovis.
Ornstein—Uhlenbeck stochastinio sklaidos parametro modelis yra toks:

dS; =uS;dt + 0,5, dWs,, dvur=a(v—v,)dt + BdW,,; (7)

Cia o; = exp(v,). EmpiriSkai nustatyta, kad Ino; kinta pagal Ornstein—Uhlenbeck pro-
cesa, su parametrais Ino ir @ > 0. Paprastai laikoma, kad u,x(Ino — v,) ir B yra
konstantos. Darbe nagrinéjamas atvejis, kada p =0 [7].

4. Stochastinés sklaidos modeliy parametry iverciai

Stochastinio sklaidos parametro modeliuose parametry reik§més ivertinamos remiantis
stebétomis aktyvy ir pasirinkimo sandoriy kainomis.

Hull-White modelyje yra trys neZinomi parametrai: 07,0 ir p. Sie parametrai
ivertinami maziausiy kvadraty metodu:

n
. 2
min Z (Crinkos,- — Cmodelio(01, 02, P, Ki)) )
i=1
¢ia n — vienos dienos prekiauty pasirinkimo sandoriy skaicius, Cripkos; — i-0jO
pasirinkimo sandorio rinkos kaina su ivykdymo kaina K;, Cnodelio(01, 02, P, K;) —
pasirinkimo sandorio kaina, apskaiCiuota pagal Hull-White modeli.
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Heston ir logaritminio Ornstein—Uhlenbeck modelio parametrai jvertinami dviejy
Zingsniy procedira [8]: netiesioginiu parametry ivertinimo metodu ir netiesiniu
maziausiy kvadraty metodu.

Pirmiausia randamos u, x,8,n reikSmés. Tarkime, kad p = 0, tada lygtys (6)
diskreCiuoju atveju atrodo taip:

R = Juiter, vr=k0t + 1 —k1)U—1 +0/Ur—TE;

¢ia R, yra aktyvo kainos graZa, o g, ir €9, du koreliuotieji, standartiniai normalieji
atsitiktiniai dydziai. Konstruojamas GARCH(1,1) pagalbinis modelis:

R; = \/;l:gt, hy =w+ 0“3;2_1 + Bhi—1;

Cia g, atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal normalyji skirstini su vidurkiu O ir dispersija
h,. Dél $io modelio ribotumo, galima ivertinti tik tris parametrus («, 8, n), o koreliaci-
jos koeficientas prilyginamas nuliui. Pasirinkus parametrus (x, 8, n) ir T, modeliuojant
teorinés grazos derinamos su empiriniais duomenimis.

Taikant GARCH(1,1) modeli, aktyvo kainu grazu duomenims gaunamas optimalus
parametry iverCiy rinkinys B= (w, a, B). Taigi, kiekvienoms modeliuojamoms laiko
eilutéms parametry rinkinys yra zZinomas ® = («, 6, n). Toliau apskai¢iuojamas vek-
torius

N

. 1 ol (R, (®)|R,_1(®), B R?
””(@’thl:j\;z ((R{(®)|R;~1(®), B) L= —Inh, —

9B B3’ o,

r=1

¢ia R;(®) modelivojamy aktyvy graza, N — modeliavimo Zingsniy skaicCius. Jei m ly-
gus nuliui, tai modeliuojami duomenys turés tuos pacius apskai¢iuotus GARCH(1,1)
parametrus kaip ir stebéti duomenys. DaZniausiai $is vektorius néra nulinis. Optimalu-
sis parametry rinkinys parenkamas minimizuojant raiska

minm’ (©, B)I~'m(®, B)
Q)]
N

: , 1
su svoriy matrica [3x3 = I Z
=1

dl; (R, B) 9L, (R, B)
B dBT =8

Matrica I gaunama tiesiogiai ivertinant gradienta i§ stebéty rinkos duomeny matricos.
Turint jvercius («, g, 1), maZiausiy kvadraty metodu apskaiiuojamas koreliacijos
koeficientas p. Toliau minimizuojamos paklaidos tarp rinkos ir modelio kainy tokiu
budu:
n

. 2
r?pl)n (Crinkos,- — Codelio(p, K z)) 5
=1

¢ia n — vienos dienos pasirinkimo sandoriy skaicius. Si procedira atlickama kiekvienos
dienos duomenims.
Logaritminio Ornstein—Uhlenbeck modelio parametrai ivertinami analogiskai.
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5. Empirinis modeliu tyrimas

Tirsime valiuty kurso EUR/USD europietiS$ko tipo pirkimo pasirinkimo sandorius,
prekiaujamus Lietuvoje. Pasirinkimo sandoriy duomenis (gautus i§ Vilniaus banko)
daliname i grupes pagal pelninguma (S/K — 1) ir ju gyvavimo trukme. Tarsime,
kad pirkimo pasirinkimo sandorius yra ATM (angl. at-the-money), jei sandorio metu
pirkéjo pasirinkta kaina yra lygi iSankstinio valiuty keitimo sandorio kainai, arba
jei pelningumas priklauso intervalui (—0,5 proc., 0,5 proc.). Pasirinkimo sandorius
yra ITM (angl. in-the-money), jei sandorio metu nustatyta kaina sandorio pirkejui
yra palankesné uZ iSankstinio valiuty keitimo sandorio kaina, arba jei pelningumas
e (0, 5proc., 1proc.) ir OTM (angl. out-of-the-money), jei sandorio metu nustatyta
kaina sandorio pardavéjui yra palankesné uZ iSankstinio valiuty keitimo sandorio
kaina, arba jei pelningumas € (—1proc., —0, Sproc.), DOTM (angl. deep-out-of-the-
money), jei pelningumas maZesnis uZ —1 proc. Laikysime, kad pasirinkimo sandorius
yra trumpo laikotarpio (termino), jeigu laikas nuo sandorio pasiraSymo iki pasirinkimo
teisés igyvendinimo yra 1 ménuo, vidutinio laikotarpio, jei laikas iki jo gyvavimo
pabaigos yra 3 ménesiai ir ilgo laikotarpio, jei terminas 6 ménesiai. Tyrimui naudojami
82 dieny nuo 2004-01-05 iki 2004-04-30 duomenys (969 Vilniaus banke prekiauja-
my pasirinkimo sandoriy stebéjimai).

Numanomojo sklaidos parametro (implied volatility) reikSmes, priklausancios
nuo pelningumo ir apskaiCiuotos pagal anks¢iau minétus modelius bei atvaizduotos
grafiskai, turi Sypsenos (angl. volatility smile) pavidala. Skaiciuojant Hull-White’o
modelio numanomojo sklaidos parametro reik§mes naudojamasi (5) lygtimis. Taigi
F(I) = Cps(l) — pCps(1) — (1 — p)Cps(62) = 0; cia Cps — Black-Scholes
formulés raiSka, / — numanomasis sklaidos parametras, apskaiCiuojamas Niutono—
Rapsono metodu.

Modeliavimas Monte-Carlo metodu atlickamas pagal algoritma:

1. Gaunamos dienos sklaidos parametro ir aktyvo kainos kitimo trajektorijos pagal
Hestono ir logaritmini, Ornsteino—Uhlenbecko modelius.
2. Suskaitiuojama pasirinkimo sandorio verté kiekvienos dienos pabaigoje: 2(5;) =
max{0,S; — K}, t=1,T.
3. Pasirinkimo sandorio kaina nuliniu momentu randama iS lygties: Cpodelio =
e~ "Base TE(H(ST)).
4. Numanomojo sklaidos parametro reik§més randamos i§ lygties: Cps(l) —
Cmodelio = 0.
Jei gautoji numanomojo sklaidos parametro reik§mé artima Blacko-Scholeso nu-
manomai reik§mei, tai teoriné pasirinkimo sandorio kaina yra artima jo rinkos kainai.
Stochastinio sklaidos parametro modeliai pervertina DOTM ir ITM pasirinkimo
sandorius ir nepakankamai ikainoja OTM pasirinkimo sandorius, i§skyrus logarit-
mini Ornstein—Uhlenbeck modeli, kuris pervertina visus pasirinkimo sandorius (Zr.
1 lentelé). Si tendencija ypa¢ rySki trumpojo periodo pasirinkimo sandoriams. Vidu-
tinio ir ilgojo periodo pasirinkimo sandorius stochastinio sklaidos parametro modeliai
ikainoja geriau, nei trumpojo termino pasirinkimo sandorius.
Pasirinkimo sandorio ikainojimo paklaidos lyginamos su stebétomis rinkoje kaino-
mis, pagristomis santykinés ikainojimo paklaidos vidurkiu A; ir vidutinés kvadratinés
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< 0.08 -
2 0.06 -
8 0.04
E 77
g 0.02
E 0 I I 1 T |
Z 099 0.995 1 1.005 1.01 1.015
Kurso kaina / Nusatyta kaina
—e—Blacko-Scholeso —u- = Hullo-White'o
—e—- Hestono — = L0g. Omsteino-Uhlenbecko
1 pav. Numanomojo sklaidos parametro §ypsenos 1 mén. periodui.
1 lentelé. Numanomojo sklaidos parametro reik§miy palyginimas
()I:«il_ngx}%?riai) Modelis Laikas iki opciono igyvendinimo Viso
B Trumpas Vidutinis  Ilgas
DOTM Blacko—Scholeso 0,1425 0,1209 0,1125 0,1253
(x <—-0,01) Hullo—White‘o 0,1432 0,1218 0,1126  0,1259
Hestono 0,1661 0,1269 0,1039 0,1323
Log. Ornsteino—Uhlenbecko 0,1616 0,126 0,1197 0,1358
OT™ Blacko-Scholeso 0,1266 0,1107 0,1052 0,1141
(-0,0l <x <—-0,005) Hullo-White‘o 0,1238 0,1106 0,1049 0,1131
Hestono 0,1194  0,0966 0,0872  0,1011
Log. Ornsteino—Uhlenbecko 0,137 0,1219 0,1186  0,1258
ATM Blacko—Scholeso 0,1103 0,1012 0,0985 0,1033
(=0,005 < x < —0,005) Hullo-White‘o 0,1084  0,1012 0,0982  0,1026
Hestono 0,0636  0,0636 0,0661 0,063
Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1214 0,1174 0,1167 0,1185
ITM Blacko-Scholeso 0,0868 0,0901 0,0912  0,0894
(0,005 <x <0,01) Hullo—White‘o 0,0945 0,0941 0,0934 0,094
Hestono 0,0975 0,0907 0,0603  0,0898
Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1374 0,1208 0,1175  0,1252

paklaidos vidurkiu A:

cM C|

_1 Z A= |3k - con
=1

t=1 \
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2 lentelé. Santykinés pasirinkimo sandoriy ikainojimo paklaidos

(fin;r}%?riai) Modelis Laikas iki opciono igyvendinimo Viso
Trumpas Vidutinis Ilgas
Blacko—Scholeso ©0,0381 00194 00156 0,0244
DOTM Hullo-White‘o 0,0352 0,0236 0,0152 0,0246
(x <-0,01) Hestono 0,6935 0,2018 0,2064  0,3672
Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1828 0,2311 0,1682 0,194
Blacko-Scholeso 0,0473 0,0259 0,0175 0,0302
OTM Hullo—White ‘o 0,0443 0,0245 0,015 0,0279
(=0,01 <x <—0,005) Hestono 0,3365 0,2309 0,2507 0,2726
Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1971 0,1769 0,1192 0,1644
Blacko—Scholeso 0,0397 0,0199 0,0171  0,0256
ATM Hullo-White‘o 0,038 0,0231 0,0156  0,0255
(=0,005 < x < —0,005) Hestono 0,3426 0,343 0,2795 0,3284
Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1884 0,1248 0,091 0,1347
Blacko-Scholeso 0,0614 0,0348 0,0238 0,04
IT™ Hullo—-White‘o 0,0637 0,0394 0,0251 0,04
(0,005 <x <0,01) Hestono 0,3405 0,2494 0,2332  0,3077

Log. Ornsteino—Uhlenbecko  0,1859 0,0934 0,0918 0,1236

¢ia n — pasirinkimo sandoriy skaiCius, C; ir CiM — rinkos ir teoriné modelio kainos.
A, ivertina santykinés pasirinkimo sandoriy ikainojimo paklaidos vidurki, tarp mode-
lio ir rinkos kainos, o A, ivertina vidutine kvadratine ikainojimo paklaida. A; ir A,
skai¢iuojamos esant skirtingam pelningumui ir laikui iki pasirinkimo sandorio gyva-
vimo pabaigos.

Visi modeliai perkainoja DOTM bei ITM pasirinkimo sandorius, o Hull-White
modelis nepakankamai ikainoja visy trukmiy I'TM pasirinkimo sandorius (zr. 2 len-
tele). ITM, DOTM ir trumpojo termino pasirinkimo sandoriy ikainojimo paklaidos yra
didZiausios. Taigi, Sie rezultatai patvirtina prie§ tai darytas iSvadas, remiantis sklai-
dos parametro 3ypsena. Hull-White modelis aiSkiai pranaSesnis prie§ Black—Scholes
ir kitus stochastinio sklaidos parametro modelius. Hull-White modelio vidutiné san-
tykiné pasirinkimo sandoriu ikainojimo paklaida maZesné uZ Black—Scholes modelio
7 i§ 12 atveju. Didéjant terminui, pasirinkimo sandoriy ikainojimo paklaidos mazgja.
Santykinés ir vidutinés kvadratinés ikainojimo paklaidos sutampa.

6. ISvados

1. Stochastiniy modeliy numanomasis sklaidos parametras geriau atspindi vidutinio
ir ilgojo, negu trumpojo pasirinkimo sandoriu termino rinkos numanomaji, sklai-
dos parametra.

2. Pelningumo atZvilgiu numanomasis sklaidos parametras, gautas panaudojus

~ stochastinius modelius, yra didesnis (maZesnis) nei i§ rinkos kainos numanomas
sklaidos parametras DOTM ir ITM (OTM) pasirinkimo sandoriams.
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3. Nagrinéti modeliai pervertina DOTM bei ITM (iSskyrus Heston modeli) ir
nepakankamai ikainoja ATM pasirinkimo sandorius. MaZiausios pasirinkimo
sandoriy ikainojimo paklaidos gaunamos su Hull-White modeliu, o didZiausios
su Heston modeliu.

4. Logaritmini, Ornstein—Uhlenbeck modeli, patartina taikyti ikainojant tik ilgo
laikotarpio (6 mén.), o Hull-White — bet kurio laikotarpio nagrinétus pasirinkimo
sandorius.
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SUMMARY

A. Valaityté, E. Valakevic¢ius. Influence of stochastic volatility for option pricing

The article analyzes three models of stochastic volatility. Investigation of influence of stochastic volatility
for pricing options traded in the Vilnius bank is done.

Keywords: asset price dynamics, stochastic volatility model, pricing options.



