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1. Uzdavinio formulavimas

Imkime sriti, Q7 = Q x [0, T], @ = (0; 1) x (0; 1) x (0; 1), paZymékime 92 srities £2
pavirSiu. Ji iSskaidome i dvi dalis

02=0Q1 U0, I ={X: (x1,x2,0), 0<x; <1, j=1 ,2}.
Srityje Q7 nagrinékime parabolini krastini uZdavini, ir papildoma integraling salyga:

ou 3 d ou
— = Z — (ka(X, r)-) —q(X,Du+ f(X,1), (X,1)eQr,
6 = 0x, 0x

(04

Y ulX, ) = (X, 1), Xed x(©,7], (1)
u(X, 1) = po(H)u2(X), X €082, x (0,T],
| u(x1, x2,x3,0) = up(xy, x2, x3), X € 2U 042,

ir papildoma integraline salyga:

1 d(xy,x2)
/ / / ,O(X)M(X, t)d)C3 dxzdxl .—_M(t), tE[O, T] (2)

Cia kasq.d, p, fuo, M, 1, j =1,2 yra Zinomos, pakankamai glodzios funkcijos, o
ieSkome funkcijy u(X, t) ir puo(1).

Dvimacio uZdavinio i§sprendZiamumas buvo iSnagrinétas [1] darbe. Noye ir De-
hghan darbe [4] i§nagrinéta iSreik§tiné Eulerio schema ir lokaliai vienmatés schemos
modifikacija. LVS kiekviename Zingsnyje vienmaciai uzdaviniai vél buvo aproksimuo-
jami iSreikstine Eulerio schema, todél ir §i schema buvo tik salygiSkai stabili. Trima-
tis uZdavinys sprestas panasia LVS [3] darbe. Siuose darbuose integralai nelokalioje
salygoje aproksmuojami didesnio tikslumo formulémis, nei kitos uzdavinio lygtys, Sis
pasirinkimas néra paaiSkintas.

*Sis darbas atliekamas pagal EUREKA programa (projektas OPTPAPER E!2623) ir yra remiamas
Lietuvos Valstybinio mokslo ir studiju fondo (sutarties nr. V-27).
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Siame darbe istirtas i§reik3tinés Eulerio schemos tikslumas trimacio uzdavinio at-
veju, parodyta, kad integraling salyga galima aproksimuoti trapeciju formule, tik papil-
domai reikia pakeisti pradinés salygos aproksimacija. Taip pat sudaryta neiSreikstiné
LVS ir pateiktas jos relizavimo algoritmas.

2. /I\§reik§tinis Eulerio metodas

Srityje Q7 apibrézkime tolygujitinkla O = w), X w:

1
wp={(x1i, %25, x31) 1 x1; =ih, x3; = jh, x3p =kh, h= 7 0<i,jk<J}

w,={t": "=nt,n=12,...,N, Nt =T},

pazymékime yj, srities wp pavir§iu, kuri irgi iSskaidome i dvi dalis v, = y1, U ya5.
Tinklo mazguose apibréZiame diskreCiaja funkcija Ul-’j- y =Uxi, x2j, x3k, 7).

Diferencialini, uzdavinj aproksimuojame isreikstine baigtiniy skirtumy schema [2]

( U"+1 Un 3
- = ZA U+ f*, X € wp,
< (3)
Untl = (X, i"+1) X € y1n,
UM = 8t (e, X €y,

Cia paZymeéjome baigtiniy skirtumy operatorius

1
AU = (aqUs,), — —3—q(X, U, a=1,2,3,

Xo
h h h
ayi; = ka (xli — "2"51a, X2 — 55204, X3k — 55301),

Cia d;, yra Kronekerio simbolis.

Pradinés salygos aproksimavimas yra svarbus diskre¢iojo uzdavinio formulavimo
etapas. PaprasCiausiq diskreCiaja prading salyga gauname imdami funkcijos wuqy(X)
reikSme tinklo mazge (Zr. [4])

U'=ug(X), X ew,Ump. (4)
Funkcijos u”“ reikSme¢ apskaiCiuojame panaudodami diskrecCiaja integraline salyga

n+1 M(ln+1) Sh0n+l

0 S, B , )
o trimatj, intergrala aproksimuojame trapecijy metodu [2]
J
SkV =) cicjF(xi;, x2j) h?, (6)

i,7j=0



Trimacio parabolinio uZdavinio su nelokalia krastine sqlyga skaitinis sprendimas 625

1 1
C()=-2—, C1=1,l=1,...,.]——1, CJ=§,
K o~
Pijk Vijk + pi jk—1Vi, j k=1 pijVij +pijk Vijk
Fij=>_ 5 h + 5 (dij — x3K),
k=1
6i; Vi = p(x15,x25,di;)V(x1i, x2j,d;j).
Funkcijos U, B apibréZtos taip:
) Uik, 0 <k < J, 0, 0<k<J,
Uijk = Bijr =
0, k=0, ma(x1i,x2;5), k=0.

UZzdavinio (3)—(5) pakankamoji i§sprendZiamumo salyga yra S, B # 0.

Aproksimacijos tikslumo analizé

Nelokaliosios ir pradinés salyguy aproksimavimo paklaida turi dideli poveiki diskre-
¢iojo sprendinio tikslumui. Priminsime, kad diskrecioji pradiné salyga tinklo ta§kuose
sutampa su tiksliaja diferencialinio uZdavinio pradine salyga, o integralas aproksimuo-
jamas antrosios tikslumo eilés trapeciju formule, todel S,U° = M%) + O (h2).
Taliau sekaniiame Zingsnyje reikalaujame, kad bty iSpildyta salyga S, U = M(t1).
Kadangi S, B = O (h) ir T = O(h?), tai kraitine salyga apskaiCiuojame tik tokiu tik-
slumu
2

Ch

1 1

i wo(t')| = = Ch.
Ko 0¢)! Syn B

Taigi, nors aproksimavimo paklaida yra antrosios tikslumo eilés, diskreCiojo spren-
dinio tikslumas yra tik pirmosios eilés. Viena i§ galimybiy, kaip pagerinti schemos
tiksluma, yra naudoti didesnio tikslumo skaitinio integravimo metoda, pvz. Simpsono
algoritma. TaCiau toks biidas netinka, kai integravimo srities pavir§ius yra sudétingas.
Todél situlome pakeisti pradinés salygos aproksimacija taip, kad ir pradiniu laiko mo-
mentu buty tiksliai iSpildyta diskreCioji nelokalioji salyga:

_ M) ueX)
N Shu()

UO

, X E€wpUyp. (7)

Tada |U 0 _ uo(X )| = O(h?), tadiau dabar jau neatsiranda skaitinés prigimties masés
Saltinis, kuris iSkreipdavo krastinés salygos tiksluma.

I pavyzdys. Spreskime dvimati, (1) uZdavini, kai nelokalioji salyga formuluojama
plokStumoje x; = 0, o kiti koeficeintai yra tokie:

ky=1, g=0, f=0, | (8)
pno(t) =exp(2t), d(x1)=exp(x1)/4,

tada tiksliu uZdavinio sprendiniu yra funkcija u(X, t) = exp(x; + x2 + 2¢).



626 R. Cv‘iegis, M. Meilinas, O. Suboc

2 pavyzdys. Siame pavyzdyije pasikeité tik koeficientai

po(t) =exp(t), d(x1)=x1(1 —xp).

Tiksliu uzdavinio sprendiniu yra funkcija u(X, 1) = (1 — xp) exp(x; + 1).
1 lenteleje pateiktos sprendinio U 1 paklaidy reik§més Lo (wp) normoje, kai ! =
Palygintos pradinés salygos aproksimavimo formulés (4) ir (7).

3. Lokaliai vienmaté schema (LVS)

ISreikstiné Eulerio schema yra tik salygiSkai stabili, todél ji néra ekonomiska skai-
¢iavimo' apimties atZvilgiu. Siame poskyryje sukonstruosime nesalygiSkai stabilig ir
ekonomiSka LVS, aproksimuojancia trimati, parabolini, uzdavini ir nelokaliaja salyga:

[ Un+1/3 .
= A1Un+1/3 + fn+l, X € wy,
T
pynt+i/3 _ yn+G-1/3 '
— AJUn+j/39 X S C()h_, ] — 2) 39
T
9)
Shun-{—l M(tn+1)

Algoritmo realizavimas. Pirmieji du diskretieji uzdaviniai yra standartiniai: spren-

dziame po J 2 tiesiniu lygcm sistemu, kuriy matrica yra triistriZainé. Bendra skaicia-
vimy apimtis yra O(J?) veiksmu.

Pateiksime ekonomiSka treCiojo uzdavinio sprendimo algoritma. Panaudodami pir-
mojo tipo krastine salyga, surandame i§skaidymo koeficientus "1, B"+! (pastebeési-
me, kad reikia saugoti visus koeficientus):

an+1
1+ Bk

Sprendini iSreiSkiame tiesiniu dariniu, priklausan€iu nuo neZinomos krastinés salygos:

U'H—l —

~n+1 n+1
ijk U,

l_[k ljk i,j:O,...,J,k:J,...,l,

n+1 n+1 n-+ n—+1 coe _
Uuk zij +:Bijk’ i,j=0,...,J, k=1,...,J, (10)
n+1 ~n+1 _n+1 n+1 ~n+1 n+1 an—+1
Ui =% % 1> B =% Bijr—1 TPk
1 lentelé. Diskreciojo sprendinio paklaida, kai ¢! =1
J |l pvz. 2 pvz.
(4) (7) (4) (7)
40 4.431e-2 2.455e-3 2.519¢-2  2.090e-3
80 2.216e-2 6.169¢-4 1.2422-2  5.243e¢-4
160 1.108e-2 1.546¢-4 6.169¢-3  1.312¢-4
320 5.539¢-3  3.877e-5 3.074e-3  3.280e-5
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Panaudodami diskreciaja nelokaliaja salyga apskaiciuojame funkcija:

nrl M([’H_l) . Sh,Bn+1

Ko +1
Sh(etp m2ij)

Tada imdami (10) surandame sprendini, laiko momentu " *!. Ir treiojo etapo bendra
skaiCiavimy apimtis yra O(J3) veiksmuy, taigi LVS yra ekonomiska.
NeisreikStinio algoritmo pakankama iSsprendziamumo salyga yra

Sh (o)t paij) #0, (11)
ji yra daug silpnesné\ uz salyga, kurig buvome gave isreikstinei Eulerio schemai.

2 lenteléje pateiktos 1 pavyzdZio sprendinio paklaidy reik§més Lo (wp) normoje,
kai ¢t = 1. SkaicCiavimo laikai gauti sprendZiant J = 160 dydZio uZdavini.

2 lentelé. LVS sprendinio paklaida

T J =280 J =160 CPU (s)

0.004 1.302e-2  9.049¢-3 13.4
0.001 7.425e-3  3.368e-3 494
0.00025 5.959e-3 1.872¢-4 199

SkaiCiavimo ekperimento rezultatai patvirtina i§vada, kad LVS yra O(t + h?) tiks-
lumo schema.
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REZIUME

R. Ciegis, M. Meiliinas, O. Subo¢. Numerical schemes Jor 3D parabolic problem with non-local bound-
ary condition

Two finite difference schemes are used to solve the 3D parabolic problem with a non-local boundary
condition. A new approximation of the initial condition is proposed for the explicit Euler scheme. Error
estimates in the maximum norm are obtained and results of some numerical experiments are presented.
The second scheme is based on implicit splitting method. An efficient realization algorithm of the LOD
scheme is proposed.
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