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Tegus = σ + it yra kompleksinis kintamasis. Hurwitz’o dzeta funkcijaζ(s, α), kai
σ > 1, apibrėžiama Dirichlet eilute

ζ(s, α) =
∞∑

m=0

1

(m + α)s
,

čia parametras0 < α � 1. Ši funkcija analiziškai prat↪esiama↪i vis ↪a kompleksin↪e plokš-
tum ↪a, išskyrus tašk↪as = 1, kuriame turi paprast↪a poli ↪u. Voronino ir Karacubos monogra-
fijoje ([3], 3.2 skyrius) (taip pat žr. [2], 3.1 skyrius)↪irodyta, kad jei0 < σ0 � σ � 2 ir
πx � |t| � 2π, tai

ζ(s, α) =
∑

0�n�x

1

(n + α)s
+

x1−s

s− 1
+ O(x−σ),

kur konstanta ženkleO priklauso tik nuoσ0. Mūs ↪u tikslas parodyti, kad pastaroji formul˙e
galioja visame intervale0 � σ � 2 ir suskaičiuoti konstant↪a ženkleO.

Apibrėžkime žymėjim ↪aΘ(α), reiškiant↪i tam tikr ↪a kompleksin↪i skaiči ↪u, moduliu nedi-
desn↪i negu|α|. Pavyzdžiui,f(s) = Θ(g(s)), kaiσ1 � σ � σ2 reiškia kad|f(s)| � |g(s)|
juostoje nuoσ1 iki σ2.

Theorem. Teguσ � 0 ir |t| � πx. Tuomet

ζ(s, α) =
∑

0�n�x

1

(n + α)s
+

(x + α)1−s

s− 1
+ Θ

(
7
√

2π−1 + 3

xσ

)
.

Teoremos↪irodymui bus naudinga tolimesn˙e lema.

Lemma. Teguf(x) yra reali intervale[a, b] funkcija. Teguf ′(x) yra tolydi ir monoto-
niška intervale[a, b] bei |f ′(x)| � δ < 1. Tuomet

∑
a<n�b

e (f(n)) =

∫ b

a

e (f(x)) dx + Θ

(
4
√

2δ

π(1 − δ)
+

6
√

2δ

π
+ 3

)
.

* Darbas remiamas Lietuvos mokslo ir studij↪u fondo



Hurwitz’o dzeta funkcijos aproksimavimas baigtine suma 33

Čia e(x) = e2πix.

↪Irodymas. Tai gerai žinomas klasikinis teiginys. Tokiu pavidalu, kaip suformuluota
čia, ↪irodym ↪a galima rasti straipsnyje [1].

Teoremos↪irodymas. Kai σ � σ0 > 0 tai (Voronin ir Karacuba [3], 1.4 skyrius,
Lema 3),

ζ(s, α) =
N∑

n=0

1

(n + α)s
+

1

s− 1

(
N +

1

2
+ α

)1−s

+ s

∫ ∞

N+1/2

1/2− {u}
(u + α)s+1

du.

Šioje lygybėje paskutinis d˙emuo savo absoliuˇciu dydžiu yra nedidesnis už|s|σ0
N−σ0 . Api-

brežkime

A(u) =
∑

x<n�u

(n + α)−it.

Taikome Lem↪a, kaif(x) = (2π)−1t log(x + α), δ = 1
2

ir x � |t|/π. Tuomet

A(u) =
(u + α)1−it − (x + α)1−it

1 − it
+ Θ

(
7
√

2

π
+ 3

)
.

Kai x � N , sumuodami dalimis, gauname

∑
x<n�N+1/2

(n + α)−s = σ

∫ N+1/2

x

A(u) du

(u + α)σ+1
+

A(N + 1/2)

(N + 1/2 + α)σ

=
(N + 1/2 + α)1−s

1 − s
− (x + α)1−s

1 − s

+Θ

(
7
√

2π−1 + 3

xσ

)
+ O

( x

Nσ

)
, N → ∞.

Iš šios ir (1) lygybi↪u, paleid↪e N ↪i begalyb↪e, gauname teoremos tvirtinim↪a atvejuσ �
σ0 > 0. Kadangiσ0 galime pasirinkti kaip norima maž↪a, o paklaidos narys išlieka
aprėžtasσ0 artėjant prie0 ir kadangi funkcijaζ(s, α) yra tolydi nagrinėjamoje srityje,
tai teoremos tvirtinimas išlieka teisingas visiemσ � 0. Tuo teorema↪irodyta.
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An approximation of the Hurwitz zeta function by a finite sum

R. Garunkštis

We obtain the following version of the approximation of the Hurwitz zeta-function. Letσ � 0
and|t| � πx. Then

ζ(s, α) =
∑

0�n�x

1

(n + α)s
+

(x + α)1−s

s− 1
+ Θ

(
7
√

2π−1 + 3

xσ

)
.


