
Liet. matem. rink., T. 43, spec. nr., 79–83 79
 2003 Matematikos ir informatikos institutas

Efektyvus liekamojo nario↪iverčio panaudojimas
ribinėse teoremose

Rimantas SKRABUṪENAS (VPU)
el. paštas:rimantas.skrabutenas@vpu.lt

Aritmetini ↪u funkcij ↪u reikšmi↪u pasiskirstymo tyrimuose paprastai pradedama nuo ati-
tinkamos charakteristin˙es funkcijos asimptotikos nagrin˙ejimo. Tai pasakytina tiek kla-
sikiniu f : N → C atveju ([1–2]), tiek ir nagrin˙ejant aritmetines funkcijas, apibr˙ežtas
specialioje (J. Knopfmacherio) pusgrup˙ejeG.

Pagal apibr˙ežim↪a, adicinė aritmetinė pusgrup˙e G yra laisvoji komutatyvi pusgrup˙e
(su vienetiniu elementu 1), kuri↪a generuoja skaiti pirmini↪u element↪u p aibė P . Aibėje
G yra apibrėžta visiškai adityviojilaipsnio funkcijaδ: G → N ∪ {0} tokia, kad, su
kiekvienup ∈ P, δ(p) � 1 ir galioja tokia aksioma.

Aksioma. Egzistuoja tokios konstantosA > 0, q > 1 ir 0 � ν < 1, kad

G(n) := Card{a ∈ G; δ(a) = n} = Aqn + O(qνn).

Reziumuojant autoriaus pastaruoju atveju paskelbtus rezultatus ([3–5]), galima
konstatuoti, kad pavyko gauti ir standartini↪u lokali ↪uj ↪u ribini ↪u teorem↪u analogus, ir asimp-
totinius skleidinius, ir didži↪uj ↪u nuokrypi↪u teoremas.

Pateikiamame straipsnyje atkreipiame skaitytoj↪u dėmes↪i ↪i tai, kad, ↪irodant ribines teo-
remas, neretai tiriam↪uj ↪u aritmetini↪u funkcij ↪u klases aprašanˇcios s↪alygos arba nepilnai iš-
naudojamos (kai yra gautas charakteristin˙es funkcijos asimptotinis skleidinys), arba tos
s ↪alygos apskritai nepakankamos analizinio metodo taikymui.

Jeigu tiriam↪uj ↪u aritmetini↪u (adityvi ↪uj ↪u ar multiplikatyvi↪uj ↪u) funkcij ↪ug: G → C klas↪e
M(G) aprašysime s↪alyga:su visais galimaisν ∈ C yra tenkinamos s↪alygos

∑
p∈P,δ(p)=l,g(p)=ν

1 = π(l)(λν + ρν(l)), l � 1, π(l) =
∑

p∈P,δ(p)=l

1, (1)

čia λν ∈ [0, 1] – konstantos, oρν (l) – liekamieji nariai, tai pirm ↪aj ↪i nar↪i atitinkamos
charakteristin˙es funkcijos asimptotiniame skleidinyje analiziniu metodu pavyksta gauti,
kai liekamieji nariaiρν(l) tenkina bent jau "logaritmines" maž˙ejimo s↪alygas, pavyzdžiui:
ρν(l) =: Cν(l)(log l)−2−ε su konstantaε > 0 ir ( tolygiai su visaisl � 1) konverguo-
jančia eilute

∑
ν |Cν(l)|. Todėl ir ribinės teoremos tuokart galioja atitinkamoje zonoje.

Pasirodo, kad analizinis metodas tinka ir tada, kai liekanosρν(l) formaliai (1) s↪alygos
netenkina, bet turi special↪u pavidal↪a.
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Tarkime yra išpildyta (1) s↪alyga, o liekamieji nariaiρν(u), gali būti užrašyti pavidalu

ρν(u) =: ϑν(u) + εν(u).

Tarkime toliau, kad egzistuoja tokios monotoniškai maž˙ejančios funkcijosr(n) ir
n−1r1(n), kad integralai

∫ ∞

1

r(u)

u
du,

∫ ∞

1

r1(u)

u2
du

konverguoja ir, be to, tenkinamos s↪alygos: funkcijos

ρ(n) :=
n∑

k=1

qk
∑
ν

νεν(k),

diferencijuojamos funkcijos

ρ1(n) :=
n∑

k=1

qk
∑
ν

νϑν(k),

ir jos išvestinės augimo eil˙e nusakoma↪iverčiais

ρ(u) = Bqur(u), ρ1(u) = Bqur1(u), ρ
′

1(u) = Bqur(u). (2)

Multiplikatyvi ↪uj ↪u funkcij ↪u g: G → C, tenkinanči ↪u išvardintas s↪alygas, klas↪e
žymėkimeM1(G).

Kai aritmetinė multiplikatyvioji funkcijag ∈ M1(G), tai:

n∑
k=1

k
∑

δ(p)=k

g(p) =
n∑

k=1

k
∑
ν

ν
∑

δ(p)=k,g(p)=ν

1

=
n∑

k=1

kπ(k)
∑
ν

ν(λν+ρν(k))=
n∑

k=1

kπ(k)
∑
ν

ν(λν+ϑν(k)+εν (k))

=χ
n∑

k=1

kπ(k)+
n∑

k=1

kπ(k)
∑
ν

νϑν(k)+
n∑

k=1

kπ(k)
∑
ν

νεν(k), χ :=
∑
ν

vλν .

Iš čia, naudodami↪iprastus darbo [3] žymenis:

Z(y) :=
∞∑
n=0

( ∑
δ(α)=n

1
)
yn =

∞∏
k=1

(1 − yk)−π(k),

F (y) :=
∞∑

n=0

( ∑
δ(α)=n

g(a)
)
yn =: Zχ(y)H(y, g),

L(y) := L(y, g) =
∞∑
k=1

(
∑

δ(α)=n

g(a))yn; L0(y) := L(y, 1),
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turime:

n∑
k=1

k
∑

δ(p)=k

(g(p) − χ) = ρ1(n) + ρ(n). (3)

Pagrindinis sumos

Mn(g) :=
1

Aqn

∑
m,δ(m)=n

g(m)

asimptotikos narys, kaip ir darbe [3], gaunamas naudojant (3) išraišk↪a ir klasėsM1(G)

apibrėžime postuluojamas funkcij↪u ρ(u) ir ρ1(u) (2) savybes.
Aptarsime kelis svarbiausius↪irodymo žingsnius.
Pirmiausia, sumuojant dalimis, nesunku gauti formul↪e:

L(y) − χL0(y) :=
∞∑
k=1

∑
δ(p)=k

(g(p) − χ) =

∫ ∞

1

(ρ(u) + ρ1(u))yu

u2
du

+ (log y)

∫ ∞

1

ρ(u)yu

u
du −

∫ ∞

1

ρ
′

1(u)yu

u
du. (4)

Iš tikr ↪uj ↪u, iš (3) turime:

n∑
k=1

k
∑

δ(p)=k

(g(p) − χ)yk = (ρ1(n) + ρ(n))yn − log y

∫ n

1

(ρ1(u) + ρ(u))yu du.

Taigi,

n∑
k=1

∑
δ(p)=k

(g(p) − χ)yk =
n∑

k=1

k
∑

δ(p)=k

(g(p) − χ)
yk

k

=
1

n
((ρ1(n) + ρ(n))yn − log y

∫ n

1

(ρ1(u) + ρ(u))yu du)

−
∫ n

1

(
(ρ1(u) + ρ(u))yu − log y

∫ u

1

(ρ1(ν) + ρ(ν))yν dν

)
d
( 1

u

)

:= N(ρ1) + N(ρ).

N(ρ) skaičiuojame tradiciškai:

N(ρ) =
ρ(n)

n
yn − 1

n
log y

∫ n

1

ρ(u)yu du +

∫ n

1

ρ(u)

u2
yu du

+ log y

∫ n

1

(∫ u

1

ρ(ν)yν dν

)
d
(1

u

)

=
ρ(n)

n
yn − 1

n
log y

∫ n

1

ρ(u)yu du +

∫ n

1

ρ(u)

u2
yu du
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+
log y

n

∫ n

1

ρ(u)yu du− log y

∫ n

1

ρ(u)yu
du

u
.

Toki ↪a išraišk↪a turėjome ir darbe [3], tod˙el ir jos ↪itaka galutiniam rezultatui išlieka
nepakitusi. Funkcijosρ1(n) diferencijuojamumas ir augimo eil˙e (2) ↪igalina gauti panaši↪a
išraišk↪a ir nariuiN(ρ1). Būtent:

N(ρ1) =
ρ1(n)

n
yn − 1

n
log y

∫ n

1

ρ1(u)yu du +

∫ n

1

ρ1(u)

u2
yu du

+ log y

∫ n

1

(∫ u

1

ρ1(ν)yν dν
)

d
( 1

u

)

=
ρ1(n)

n
yn +

∫ n

1

ρ1(u)

u2
yu du− log y

∫ n

1

ρ1(u)yu
du

u
.

Tad, sekant straipsniu [3], kaiqy < 1, perėj ↪e prie ribosn → ∞, pasinaudoj↪e funkcij ↪u
ρ(u) ir ρ1(u) savybėmis (2), ir atsižvelgdami↪i tai, kadρ1(1) = 0, gausime (4) formul↪e:

L(y) − χ(t)L0(y) =

∫ ∞

1

ρ(u)yu

u2
du

+

∫ ∞

1

ρ1(u)yu

u2
du− (log y)

∫ ∞

1

ρ(u)yu

u
du − (log y)

∫ ∞

1

ρ
′

1(u)yu

u
du

Lieka pasteb˙eti, kad straipsnyje [3] gautas liekamasis narys pasikeis priklausomai nuo
funkcijosρ1(u) savybi↪u.

Teorema. Jeig ∈ M1(G), |g| � 1, tai

Mn(g) =
(An)χ−1

Γ(χ)
H(q−1, g) + I(G)(−1)n

Aχ
1n

−χ−1

AΓ(−χ)
H(−q−1, g)

+B min(logn, (|�χ|−1))R1(n).

Čia

A1 :=
1

A

∏
p∈P

(
1 − 1

||p||

)−1(
1 − (−1)δ(p)

||p||

)−1

, ||a|| := qδ(a),

R1(n) = max
{ 1

n
,
1

n

∫ n

1

r(u) du,

∫ ∞

n

r(u)

u
du,

∫ ∞

n

r1(u)

u2
du,

1

n

∫ n

1

r1(u)

u
du

}
.
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The effective use of remainder term estimation in the limit theorems

R. Skrabutėnas

We investigate the asymptotic behavior of mean value of multiplicative arithmetic function
from the classM1(G). In the present paper the asymptotic formula under special condition on
prime elements of Knopfmacher’s semigroupG is obtained.


