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Paradoksu 1taka matematikos raidai
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XIX a. matematikos raida, naujy aksiomatiniy teorijy atsiradimas ir geresnis aksio-
matizavimo esmeés supratimas, kuri i§ dalies 1émé ir, pavyzdZiui, darbai i§ neeuklidinés
geometrijos, suzadino naujy atradimuy viltis.

Zymus vokietiy matematikas Gotlobas Frege 1902 m. baigé savo “Aritmetikos pag-
rindy” antraji toma, kuriame iSdésté neprieStaringa aibiy teorija, kuri galéjo biiti visos
matematikos pagrindas. Rankrastis jau buvo spaustuvéje, kai Frege gavo Bertrano Rus-
sell’o laiSka, kuriame Russell’as pranesé apie rastaji paradoksa, kurj, jis ivilko i linksma
rubeli, pavadindamas ji barzdaskucio paradoksu:

Skelbimas: ,Miestelio barzdaskutys skuta tik tuos vyrus, kurie nesiskuta patys‘ — tuo-
met kas skuta barzdaskuti?

[-a galimybé: barzdaskutys skutasi pats, tuomet jis priklauso tiems gyventojams,
kuriy, remiantis skelbimu, jis negali skusti, taigi, barzdaskutys negali pats skustis. Ga-
vome priestara.

II-a galimybé: barzdaskutj skuta kas nors kitas, tuomet barzdaskutys priklauso tiems
gyventojams, kurie nesiskuta patys, todél, remiantis skelbimu, jis turi save skusti. Ga-
vome priestara.

Matyt, kad Sio barzdaskudio negali skusti niekas!

Aibiy teorijoje: Panagrinékime aibe visy aibiy, kurios néra saves elementas. Ar §i aibé
yra saves elementas? Kaip beatsakytume, neiSvengsime priestaros!

Vienas 1§ Russell’o paradokso sprendimo biidy — pripaZinti, kad apibréZimas ,,visy
aibiy, nesanCiy saves elementais, aibé* — neapibréZia Sios aibés. Radikalesnis $ios prob-
lemos sprendimas — vZdrausti aibiy teorijoje nagrinéti aibes, kurios yra saves elementai.

TaCiau nei vienas sprendimas néra toks, su kuriuo visi sutikty, nes tai néra papras-
tos mokiniSkos klaidos suradimas irodyme. Paradoksu sprendimas reikalauja kardinaliy
teorijos pertvarkymu, ir tuomet sunkumai jau atsiranda aukStesniame lygmenyje. Pavyz-
dZiui, jei mes uZdrausime visy aibiy aibe, tai kirsis su Kantoro aibés apibrézimu. Kad
1S viso egzistuoty aibiy teorija, reikia turéti teoremas, tinkancias visoms aibéms, o vi-
sos aibés, pagal Kantora, sudaro aibe. Jei tai ne taip, mes turime nurodyti kita aibés
apibréZima, arba papildyti turimaji kazkokiais kriterijais, nurodanciais, kuomet elementy
visuma sudaro aibe.

Todél 1910-1913 Bertrand Russell’as ir Alfred’as N. Whitehead’as isleido tris to-
mus ,,Principia Mathematica®, kuriuose buvo pabandyta matematikos pagrindu laikyti
nedidelj, skaiCiy aksiomy bei i§vedimo taisykliy. Davido Hilberto siekis visa matematika
pateikti kaip formalia neprieStaringa teorija, kurioje kiekvienam teiginiui A, uZraSomam
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Sios teorijos kalbos pagalba, egzistuoty arba A irodymas, arba - A irodymas, atrodé toks
artimas.

Taciau pagrindiniai dalykai, apibiidinantys formaliaja sistema yra : 1) sistemos ne-
prieStaringumas, 2) sistemos pilnumas.

Priminsime, kad:

1) sistema vadinama nepriestaringa, jei joje néra tokios formulés A, kad Sioje
sistemoje buty irodoma ir A, ir -~ A.

2) sistema vadinama pilna, jei kiekviena teisinga Sios sistemos formulé yra irodoma
S10je sistemoje.

Dabar grizkime prie paradoksy ir panagrinékime tvirtinima ,,Sis teiginys yra klaidin-
gas®, kuris yra melagio paradokso varijantas. Ar $Sis teiginys teisingas, ar klaidingas?
Zinome, kad kiekvienas atsakymas duoda priesStarg. Taigi, turime teigini, kurio teisin-
gumo reikSmés negalima nustatyti remiantis, pavadinkime tai, paprasta logika. Elegan-
tiSkai genialus Kurto Gédel’io sumanymas — pertvarkyti §i paradoksa i teigini, formuluo-
jama Peano aritmetikos, t.y. natariniy skaiCiy aritmetikos terminais ir parodyti, kad nei
Sis teiginys, nei jo neigimas neirodomi Peano aritmetikoje.

Nesigilindami | matematinius bei loginius Godel’io samprotavimy sunkumus, panag-
rinékime dalyka, kuris yra esminis Siuose samprotavimuose. Teiginys A, kuris reiskia,
kad A neirodomas, — skelbia tam tikra informacija apie save, tuo tarpu kai Peano aritme-
tikos teiginiai apibudina nattriniy skaiiy savybes. Aritmetikos nepilnumo irodymo esmé
— Kurto Godel’i0 sumanymas koduoti Sios teorijos simbolius, formules (jas galima lai-
kyti tam tikromis simboliy sekomis) bei irodymus (juos galime laikyti formuliy sekomis)
naturiniy skaiCiy pagalba. Godel’is naudojo Siuos simbolius: O (nulis), S (sekantis po),
~ (neigimas), V (arba), V (visuotinumo kvantorius), ( (kairysis skliaustas), ) (deSinysis
skliaustas).

Kiekvienam aritmetikos simboliui K.Godel’is priskyré skirtinga nelygini < 13 skaiciy
(1Svardinty simboliy kodai yra atitinkamai 1, 3, 5,7, 9, 11, 13),

kiekvienam skaitiniam kintamajam - pirminj skaiciy, > 13,

kiekvienam kintamajam, atitinkanCiam skaiCiy aib¢ (t.y. vienvieCiam predikatui) —
pirminio skaiciaus , didesnio uz 13, kvadrata,

kiekvienai aibiy aibei (pvz. dviejy argumenty sarySiui) — tre€iaji laipsni pirminio skai-
Ciaus > 13 ir t.t.

Formule, kuri yra simboliy su numeriais ny, ns, ..., ng seka, atitks skaicius 2™t - 32 .
...:pr*,Cia py — —k-tasis pirminis skaiius. Tegu dabar turime irodyma, kuris yra formuliy
su numeriais mp, ma, ..., m, seka, tuomet §io jrodymo skaicius 2™ - 3™2 . .., . p/™r,

Toks kodavimo biidas duoda vienareikSmiSkumo garantija, netgi abipusio vienareiks-
miSkumo garantija: ne tik kiekvienam simboliui, formulei ir irodymui yra priskiriamas
tam tikras vienas skailius, bet ir atvirks€iai, i$ kiekvieno skailiaus, esanéio kodu, galima
vienareikSmiSkai nustatyti objekta (simboli, formule -ar irodyma), kuris Siuo skai¢iumi
yra uZkoduotas. Todél teiginiai apie formules turi ,,atvaizdus* teiginiuos apie skaicius, ir
atvirkscCiai. Kurtas Godel’is parodé, kaip tas atitinkamybes konstruoti.

Dabar belieka tik aritmetikos kalba uZra$yti formule A(x), teigiancia, kad = yra nu-
meris neirodomos formulés, ir vietoj z istatyti A(x) numeri.
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Tokiu biidu, jei norim irodyti kokios nors teorijos neprieStaringuma, reikia jrodyti tam
tikra teigini apie $ia teorija, o taip pat apie visus galimus teoremy irodymus Sioje teori-
joje. O tai reiSkia, kad matematiné teorija, kurios neprieStaringuma bandome irodyti, pati
tampa tyrimo objektu tam tikros matematikos, kuria Hilbertas pavadino ,,metamatema-
tika* arba ,,irodymuy teorija®.

Taigi misy ieSkoina formulé A yra analogiSka teiginiui i§ Epimenido paradokso, ta-
Ciau Cia galima paradokso iSvengti.

Pagal A konstrukcija:

(1) A reiskia, kad A nejrodoma.

Tarkim, kad formulés, kurios yra klaidingi teiginiai, neirodomos miisy sistemoje, t.y.

(2) klaidingos formulés neirodomos.

Tuomet A negali biti klaidinga, nes jei ji klaidinga, tai reiSkia, kad ji neirodoma, nes
klaidingos formulés, pagal (2), néra irodomos.

Jei A teisinga, tai reiSkia, kad ji netrodoma.

Tuo badu, sistema néra pilna ta prasme, kad ne kiekvienai teisingai tos sistemos for-
mulei dJ jos irodymas.

Sios formulés neigimas — A taip pat nejrodomas, nes ~A — klaidinga formulé (irodém,
jog A —teisinga), o pagal (2) — klaidingos formulés néra irodomos.

Tai — tik Godel’ 10 samprotavimy, naudoty irodinéjant sekancias dvi teroemas, schema.

1 teorema (Godel’io). Jei sistema P A yra nepriestaringa, tai nejrodoma A,(p), jei 3i
sistema w — nepriestaringa, tai nejrodoma —~A,(p). Tokiu bidu, jei sistema PA w -
nepriestaringa, tai ji nepilna ir A,(p) yra neissprendZiamos formulés pavyzdys.

Priminsime, kad simboliu P A Zymima Peano aritmetika, o formali sistema vadinama
w — nepriestaringa, jei bet kokiam z ir formulei A(x) sekantys tvirtinimai visi kartu néra
teisingi:

FA(0),F A(1),F A(2), ..., =Vz A(x).

2 teorema (Godel’io). Jeigu sistema P A nepriestaringa, tai neegzistuoja jos nepriesta-
ringumo jrodymas, gaunamas Sioje sistemoje formalizuojamy priemoniy pagalba.

Pastebésime, kad metamatematika tampa naturiniy skaiciy aritmetikos dalimi, jei pa-
sirenkama kokia nors formaliu objekty numeracija, t.y. kai skirtingiems sistemos objek-
tams priskirtami (skirtingi) nattriniai skaiCiai. Egzistuoja ivairios Godelio tipo Peano
aritmetikos numeracijos, pvz. D, &, V, -, V, 4, =, +, -, 0, a, | (iSvardinty simboliy kodai
atitinkamai yra 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27), pateikta S.C.Kleene [3].
Pana$i numeracija 1939 m. buvo ivesta Hilbert’o ir Bernays’o [4].
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The influence of the paradoxes on the development of a mathematical
results

L. Maliaukiené

In the paper the influence of the paradoxes on the development of a mathematical rezults from
the historic standpoint is investigated, including especial importance K.Godel’s rezults in the sphere
of the provability of the consistency the Peano’s arithmetic.



