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Pasiskirstymo ,,uodegos‘ indekso pasikeitimo
nustatymas

Kestutis GADEIKIS (VU)
el. pastas: gadeikis@Idr.1t

Siame straipsnyje nagrin¢jamas prof. V. Paulausko pasiiilytas naujas ivertis pasiskirs-
tymo ,,uodegos® indeksui nustatyti, tiriant hipoteze apie galima jo pasikeitima i$ anksto
neZinomoje vietoje. Salia nesudétingy teoriniy skai¢iavimy pateikiami modeliavimo re-
zultatai, leidZiantys tikétis sékmingy naujojo ivercio praktiniy taikymu.

Salia eksponentiniu gesimu pasizymin&iy pasiskirstymy pastaruoju metu ypa¢ daug
démesio skiriama sunkiomis ,,uodegomis“ pasiZymintiems atsitiktiniams dydZiams — ju
pasiskirstymo funkcija F' gesta laipsniSkai ir dideléms argumento z reikSméms tenkina

sarysi
1—F(z) =2"%L(x),

¢ia koeficientas o > 0 yra vadinamas ,,uodegos* indeksu, o funkcija L begalybés aplin-
koje yra létai kintanti:
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Vienas i§ labiausiai Zinomy ir daZniausiai praktikoje taikomy ,,uodegos® indekso
iver¢iuy yra B.M. Hill pasialytas parametro v = 1/« ivertis:
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Tn,k = IOg Xn,n—i - IOan,n—k;
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Gia X1 < Xp2 <... < X, , yraatsitiktiniy dydZiy X1, . .., X, variaciné seka. Beje,
parametro 1 < k < n parinkimas yra gana sunkus uZdavinys, priklausanti nuo neZinomy
pasiskirstymo funkcijos parametru, ypac neZinant tikrosios ,,uodegos® indekso reikSmeés.

Prof. V. Paulausko pasitilytas naujas ivertis yra kur kas paprastesnis ir lengviau rea-
lizuojamas. Padalinkime seka X1,..., Xn 1 n lygiu grupiu Vi,..., V,, turiniy po m
atsitiktiniy dydZiu, paprastumo délei laikydami, jog N = n - m. Tegu

Mrg) =max{X;: X; € V;},
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o Mg) paZymeékime antraji pagal dydi tos pacios grupés V; elementa. Tada apibrézkime
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Kaip matome, x,; yra i-tosios grupelés dvieju didZiausiy elementy santykis, o Z,, — tokiu
santykiy vidutiné reikSme.
[2] straipsnyje irodoma, kad kai N — oo, m = m(N) — oo irm/N — 0,
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Beje, irodyme pateikiamas x,,; konvergavimas pagal pasiskirstyma Vi, kai m — oco:

DM iy
fini T ()\1 + A2

?

¢ia A1 ir Ao yra standartiniai (vidurkis lygus vienetui) eksponentiniai atsitiktiniai dydziai.
Pertvarke reiskini
A2

A
1 )1/04 —_ E(l 4 _)—1/04 _ E(l +Z)—l/a

E()\l + A2 A1

ir nesunkiai rade atsitiktinio dydZio z tankio funkcija, lygia z/(x + 1),z > 0, lengvai
paskaiciuojame ne tik lygy /(o + 1) vidurki, bet ir dispersija, lygia

(@ +1)*(a+2)

Reikeéty pastebéti, jog optimalaus nariy skaiCiaus grupelése m, susieto su grupeliy skai-
¢iumi n sarySiu N = m - n, parinkimas vis dar iSlieka problema, ypa¢ esant ne itin
dideliam duomeny kiekiui, nes nors atsitiktinis dydis Z,, yra asimptotiskai nepaslinktas,
tai dar neuZtikrina gery taikymo praktikoje rezultaty. Prie Sio klausimo dar sugriSime.

Pastebéjus, jog tirti atsitiktinius dydZius x,,; yra kur kas paprasciau, o pasikeitus in-
deksui pasikeicia ir vidutineé Z,, reik§me, belieka pasirinkti tinkama pasikeitimo fakto ir
vietos nustatymo metoda. Taip pat pastebékime, jog nors sprendZiame modifikuota uzda-
vini (nagrinéjami ne atsitiktiniai dydZiai X, Xo, ..., X, o iSvestiniai K1, . . ., Knyp) it
dalinai prarandame tiksluma, taciau i§laikant Z,, konvergavimui keliama salyga m/N —
0, kai N — o0, toks tikslumo praradimas tampa nereik§mingas.

Natiiralu, kad tiriama hipotezé H, jog pasiskirstymo ,,uodegos‘ indeksas nepasikeite,

esant alternatyvai, jog egzistuoja toks taskas k*, kad atsitiktiniai dydZiai k1, - - . , Kng* it
K, k*+1, - - -, Knn PasiZymi skirtingais indeksais, ¢ia £* yra indekso pasikeitimo taSkas:
a1 = ... = Q= #ak*_H:...:ozn.

I$ pradziy buvo pasirinktas [4] straipsnyje iSdéstytas Kolmogorovo—Smirnovo krite-
rijus. Deja, kriterijus yra jautrus ne tik vidurkio, bet ir kitokio pobiidZio pasiskirstymo
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pasikeitimams, be to, pasiskirstymo funkcijuy perskai¢iavimai uZima gana daug laiko ir
reikalauja papildomo optimizavimo. Nenuostabu, jog sunkia ,,uodega* pasiZyminciy at-
sitiktiniy dydZiu sugeneruotai serijai praktiniai kriterijaus taikymo rezultatai nebuvo itin
sékmingi, tai vaizdZiai galima pailiustruoti pavyzdZiu, pateiktu 1 pav.

Siame brézinyje tikrasis pasikeitimo tagkas yra ties 500-aja pozicija, maksimumas
pasiekiamas ties 460-aja. Pastebékime, jog vizualiai pakankamai sunku nustatyti tikslia
pasikeitimo vieta, nors maksimali statistikos reikSmé 1,64 atitikty net 99,5% pasiklio-
vimo lygmeni: P(T' < z) — 1 — e_222, ¢ia T yra nagrinéjama Kolmogorovo—Smirnovo
statistika. Sokteléjimas ties 460-aja pozicija atrodo kiek atsitiktinis, o Siek tiek maZesné
antroji ,,kupra® taip pat klaidina vizualiai.

Todél buvo pereita prie vidurkiy pasikeitimo tyrimo. Pastebékime, kad jeigu X7, Xo,

., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai su nuliniu vidurkiu ir
vienetine dispersija, tai pasikeitimo tasku spéjant esant taska Xy, 1 < k < n, pirmos ir
antros dalies vidurkiy skirtumo statistika biity galima uZrasyti taip:

1 k 1 n 1 k n k
Tn(k):EZXl—n_k > X EZX — k(ZXl Z)Q)
1=1 i=k+1 1=1 1=1 1=1
B 1 1 k ¥ 1 n v n k ¥ n
() NN o ey o X

Atitinkamai ja normave, gauname

= (k= L k=R 1y,
Tn(k)_ﬁ ~ —\/ﬁZXl

SIw
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Nesunku pastebéti, kad

~

T (k) = W(t) — tW(t) = WO(t),
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1 pav. Kolmogorovo—-Smirnovo kriterijaus taikymas.
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¢ia W(t) yra standartinis Vynerio procesas, o 0 < ¢t < 1 riboje atitinka k ir n santyki.

Tokiu biidu gauname statistikos 7', (k) konvergavima pagal pasiskirstyma i visiems gerai
Zinoma procesa — Brauno tilta WO(t).

Kadangi misy atveju Fr,; # 0ir DXk,; # 1, nesunku isitikinti, jog centravimas
vidurkio nepakeicia, o normuoti galime dalindami ne tik i§ vidutinio kvadratinio nuo-
krypio, kurio i§ tikryjy galime ir neZinoti, bet ir i§ jo empirinés charakteristikos. Paéme
vidurkio pasikeitima absoliutiniu dydziu, gauname konvergavima pagal pasiskirstyma i
atitinkama Brauno tilto funkcionala.

Visi straipsnyje apraSyti rezultatai buvo modeliuojami statistiniu paketu S-PLUS ge-
neruojant sunkia ,,uodega‘ pasiZyminciy atsitiktiniy dydZiy serijas, randant atitinkamas
skaitines charakteristikas ir rezultatus pavaizduojant grafiSkai. Atliekant praktinius skai-
¢iavimus, buvo remtasi [5] straipsnyje pateikiamais patarimais. Deja, ribota straipsnio
apimtis neleidZia pateikti visu gauty rezultaty, tuo labiau palyginamuju grafiky.

Tikrinant indekso, tiksliau, ji atitinkancios vidutiniy x,;,¢ = 1,...,n, reikSmiy pa-
sikeitima, akivaizdu, jog pacioje sekos pradZioje ar pabaigoje vidurkiy skirtumas gali
buti didelis ne tiek dél indekso pasikeitimo, kiek dél nedidelio duomeny skaiciaus, todél
praktiniuose skai¢iavimuose spéjamas ,,uodegos® indekso pasikeitimo taskas ieSkomas
nekaipl < k* < mn,betfn < k* < (1 —0)n,0 < 6 < 0,5. Pasirenkant ¢ atsizvelgiama
i turimy duomeny kieki, paprastai imama 6 = 0,1, o esant daugiau duomeny galima
pasirinkti ir # = 0, 05. Tipinis vidurkiy skirtumo modulio grafikas pavaizduotas 2 pav.

Generuojant Simta 10 000 a.d. serijuy su pasikeitimo tasku sekos viduryje ir indeksais
a1 = 0,7ir ap = 1, 3, imant nariy skaiciy grupeléje m = 10 tikétiniausias x,,; pasikei-
timo taskas svyravo nuo 428 iki 588 su vidutine reikSme 499,2. Kaip matyti i§ krastutinio
atvejo k* = 588 grafiko, nustatant pasikeitimo taska vizualiai atsitiktinio Suoliuko bty
galima iSvengti (3 pav.).

Siekiant dar geresniu rezultaty, ypa¢ esant maZesniam duomenu kiekiui, tiek opti-
malaus nariy skaiCiaus grupéleje parinkimo, tiek indekso pasikeitimo taSko nustatymo
metodai bus toliau tobulinami.
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2 pav. Tipinis vidurkiy skirtumo modulio grafikas.
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3 pav. Krastiniy reik§miy ignoravimas.
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Determination of a change-point of tail index
K. Gadeikis

This article deals with a new estimator for tail index, introduced by prof. V. Paulauskas in
[1]. Hypothesis of a change-point at beforehand-unknown place is examined. Besides simple the-
oretical calculations, simulation results are presented, which enable to expect successful practical
applications of the estimator.



