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1. ↪Ivadas

Sakykime, kad{X1, X2, . . . , XNn} – paprastoji atsitiktin˙e imtis iš generalin˙es aibės su
pasiskirstymo funkcijaF (x), o{Nn, n � 1} imties tūrius nusakanti, teigiamas reikšmes

↪igyjanči ↪u atsitiktini ↪u didži ↪u seka. Be to,Nn

n
pagal tikimyb↪e konverguoja↪i atsitiktin↪i dyd↪i

τ (P{τ < q} = A(q)).
Pažymėkime šiuos žymenis:

RNn = ZNn −WNn , MNn =
ZNn + WNn

2
,

čiaZNn = max(Xj , j = 1, Nn), oWNn = min(Xj , j = 1, Nn).
Šiame darbe tirsime tiesiškai normuot↪u statistik↪uRNn ir MNn greit ↪uj ↪u statistini↪u pro-

cedūr ↪u skirstini ↪u asimptotik↪a:

lim
n→∞

P
{RNn − A1,n

B1,n
< x

}
, lim

n→∞
P
{MNn −A2,n

B2,n
< x

}
.

Tiriant tiesiškai normuot↪u greit ↪uj ↪u statistini↪u procedūr ↪u asimptotik↪a, nagrinėsime tik
netrivial ↪u konvergavim↪a, kurio termin↪a pateikė L. de Hanas [1]. Silpnas ekstremali↪u sta-
tistik ↪u darini ↪u konvergavimas, kai vienas iš ekstremum↪u nusveria kit↪a, vadinamas trivia-
liuoju konvergavimu. Taigi, mus domina situacija, kai↪i galutin↪e išraišk↪a savo ind˙el ↪i ↪ineša
abu ekstremumai.

APIBRĖŽIMAS. Sakome, kad funkcijaF (x) priklauso maksimumo skirstinioHi,α(x)
(arba minimumo skirstinioLi,β(x)), i ∈ {1, 2, 3} traukos sriˇciai, jei egzistuoja tokios
konstant↪u sekosan, bn > 0, (arbacn, dn > 0), su kuriomis

lim
n→∞

F n(an + bnx) = Hi,α(x), (1)

(arba lim
n→∞

(1 − F (cn + dnx))n = 1 − Li,β(x)); (2)

čia Hi,α(x)(arba Li,β(x)) – neišsigimusi pasiskirstymo funkcija. Simboliškai tai
žymėsime taip:F ∈ DZ(Hi,α) ( arbaF ∈ DW (Li,β)), i ∈ {1, 2, 3}.

Hi,α(x) ir Li,β(x), i ∈ {1, 2, 3} pavidalas pateiktas [2] (2.4.1 ir 2.4.2 teoremos), ˇcia
α, β yra teigiamos konstantos. Vartosime šiuos žymenis:

x∗ = inf{x: F (x) > 0} � −∞, x∗ = sup{x: F (x) < 1} � ∞,
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Zn,m =
Zn − am

bm
, Wn,m =

Wn − cm
dm

,

Rn,m =
Rn −A1,m

B1,m
, Mn,m =

Mn −A2,m

B2,m
,

čiabn > 0, dn > 0,Bi,n > 0, i = 1, 2 ir an, cn Ai,n, i = 1, 2 normalizavimo konstantos,
o n,m � 1.

2. Rezultatai ir j ↪u ↪irodymas

Teikiame teorem↪a, kuri apibendrina rezultatus gautus [3] straipsnyje (atsisakomeNn ir
Xj , j = 1, Nn nepriklausomumo).

Teorema. Tarkime, kadF ∈ DZ(Hi,α), F ∈ DW (Li,α), i ∈ {1, 2, 3} ir kiekvienam

ε > 0 limn→∞P
{∣∣Nn

n − τ
∣∣ � ε

}
= 0. Tada

lim
n→∞

P{RNn,n < x} = Ψi,α(x), lim
n→∞

P{MNn < x} = Φi,α(x),

čia Ψi,α(x) =
∫∞
0

Fi,α(x, q) dA(q), Φi,α(x) =
∫∞
0

Ti,α(x, q) dA(q), o Fi,α(x, q) ir
Ti,α(x, q) nusakomos taip:

1. Jei i = 1 ir 0 < ρ < ∞, kai ρ = limx→∞
F(−x)
1−F(x) , tada

F1,α(x, q) = 1 −
∫ ∞

−∞
L1,α(q−

1
α ρ−

1
α (y − x)) dH1,α(q−

1
α y), (3)

T1,α(x, q) =

∫ ∞

−∞
L1,α(q−

1
α ρ−

1
α (x − y)) dH1,α(q−

1
α y). (4)

Normalizavimo konstantos parenkamos taip:

A1,n = an − cn, B1,n = bn, A2,n =
an + cn

2
, B2,n =

bn
2
. (5)

2. Jei i = 2 ir 0 < ρ < ∞, kai ρ = limx→+0
F(x∗+x)

1−F(x∗−x) , tada

F2,α(x, q) = 1 −
∫ ∞

−∞
L2,α(q

1
α ρ

1
α (y − x)) dH2,α(q

1
α y), (6)

T2,α(x, q) =

∫ ∞

−∞
L2,α(q

1
α ρ

1
α (x− y)) dH2,α(q

1
α y). (7)

Normalizavimo konstantos parenkamos tokiu pat b¯udu, kaip pirmame punkte.
Jei i = 3 ir egzistuoja konkreti diferencijuojama funkcijaP , kuri taškuix∗ gre-

tim ↪u iš dešinės tašk↪u aib↪e atvaizduoja↪i taškuix∗ gretim ↪u iš kairės tašk↪u aib↪e taip, kad
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1 − F (P (x)) ∼ F (x), x → x∗ + 0 ir −∞ < ρ < 0, kai ρ = limx→x∗+0 P
′(x), tada

F3,0(x, q) = 1 −
∫ ∞

−∞
L3,0(−ρ(y − x) + ln(q)) dH3,0(y − ln(q)), (8)

T3,0(x, q) =

∫ ∞

−∞
L3,0(−ρ(x − y) + ln(q)) dH3,0(y − ln(q)). (9)

Normalizavimo konstantos parenkamo tokiu pat b¯udu, kaip pirmame punkte.

1 lema. Tarkime(X1, X2, . . . , Xn) – paprastoji atsitiktinė imtis iš generalin˙es aibės su
pasiskirstymo funkcijaF (x) (F ∈ DZ (Hia), F ∈ DW (Lia), ß ∈ {1, 2, 3}), tuomet
limn→∞ P{Rn,n < x} = Fi,α(x, 1), i ∈ {1, 2, 3}, kurios pavidalai pateikti teoremoje.
Tada atsitiktinio tūrio imčiai (Nn tenkina teoremos s↪alygas):

lim
n→∞

P{(RNn,Nn < x) ∩E} = Fi,α(x, 1)P (E), i ∈ {1, 2, 3}, (10)

čiaE – bet koks diskretus atsitiktinis↪ivykis (nepriklausantis nuon.

Atlikus nežymius pakeitimus ji↪irodoma tai pat, kaip [2] (6.2.3 lema). D˙el apimties
ribotumo jos nepateiksiu.

2 lema. Tarkime tenkinamos1 lemos s↪alygos. Tuomet∀ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣ B1,n

B1,Nn

−B∗
1,τ

∣∣∣ � ε
}

= 0,

(11)
lim

n→∞
P
{∣∣∣A1,Nn − A1,n

B1,Nn

+ A∗
1,τ

∣∣∣ � ε
}

= 0,

čiaB∗
1,q ir A∗

1,q, apibrėžiamos s↪aryšiu:

Fi,α(x, q) = Fi,α(A∗
1,q + B∗

1,qx, 1), i ∈ {1, 2, 3}, (12)

funkcijosFi,α(x, q), i ∈ {1, 2, 3} pavidalai pateikti teoremoje.

Sprendžiame (12) lygt↪i. Pavyzdžiui, kaii = 1 atlik ↪e integravimo kintamojo pa-
keitim ↪a gaunameF1,α(x, q) = F1,α(xq−

1
α
,1), tuomet (12) lygt↪i pakeičiame lygtimi

F1,α(xq−
1
α ,1) = F1,α(A∗

1,q + B∗
1,qx, 1). Be to ↪irodoma, kadF1,α(x, 1) tolydi, ne-

mažėjanti, tapatingai nelygi konstantai funkcija. Tuomet paskutin˙es lygties sprendiniai
B∗

1,q = q−
1
α , A∗

1,q = 0. Išnagrinėj ↪e analogiškai kitus atvejus nustatome, kadA∗
1,q, B

∗
1,q

yra tolydžios ir monotonin˙es funkcijosq atžvilgiu (B∗
1,t lygus q±

1
α arba 1,A∗

1,q lygi
nuliui arba−(1 − 1

ρ) ln(q)). Remiantis šiais faktais↪irodome ši↪a lem↪a naudodamiesi [2]
(6.2.4 lemos)↪irodymo metodika.

Teoremos↪irodymas.Teorem↪a ↪irodysime statistikaiRNn , o statistikaiMNn ↪irodymas
analogiškas, bet d˙el straipsnio apimties ribojimo jo nepateiksime. Fiksuokime taš-
kus τ0 < τ1 < . . . < τm ir nagrinėkime ↪ivykius: E0 = {τ < τ0}, Ek =

{τk−1 � τ < τk}, k = 1, m ir Em+1 = {τ � τm}. Tuomet remiantis 1 lema gauname:
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limn→∞ P{(RNn,Nn < x) ∩Ek} = Fi,α(x, 1)P (Ek), k = 0, m+ 1, i ∈ {1, 2, 3}. Per-
tvarkykime reiškin↪i RNn,Nn taip:

RNn,Nn = RNn,n
B1,n

B1,Nn

+
A1,n −A1,Nn

B1,Nn

= RNn,nB
∗
1,τ + A∗

1,τ + (
B1,n

B1,Nn

−B∗
1,τ )RNn,n +

A1,n −A1,Nn

B1,Nn

−A∗
1,τ .

Iš 2 lemos išplaukia, kad nagrin˙ejamos lygyb˙es paskutinis narys art˙eja ↪i nul ↪i pagal tiki-
myb↪e. Parodysime, kad ir priešpaskutinis narys art˙eja ↪i nul ↪i pagal tikimyb↪e. Bet kokiam
r teisinga nelygyb˙e

P

{∣∣∣∣
( B1,n

B1,Nn

−B∗
1,τ

)
RNn,n

∣∣∣∣�ε

}
�P {|RNn,n|�r}+P

{∣∣∣ B1,n

B1,Nn

−B∗
1,τ

∣∣∣� ε

r

}
,

o iš 2 lemos išplaukia, kad šios nelygyb˙es paskutinis narys art˙eja ↪i nul ↪i. Kadangi
limn→∞ P{|RNn,n| � r} = 0, r → ∞, tai pertvarkymo antras narys art˙eja ↪i nul ↪i pagal
tikimyb ↪e. Tuometlimn→∞ P{RNn,Nn < x} = limn→∞ P{RNn,nB

∗
1,τ +A∗

1,τ < x}.
Remiantis gautais faktais ir 1 lema gauname:

lim
n→∞

P
{
(RNn,nB

∗
1,τ + A∗

1,τ < x) ∩Ek

}
= Fi,α(x, 1)P (Ek). (13)

Kiekviename intervale[τk−1, τk), k = 1, m fiksuokime tašk↪a τ(k). Tuomet, remiantis
2 lemos (12) formule pažym˙etu s↪aryšiu ir (13) iš formulės išplaukia, kad

lim
n→∞

P
{
(RNn,nB

∗
1,τ + A∗

1,τ < Aτ(k) +Bτ(k)x) ∩Ek

}
= Fi,α(x, τ(k))P (Ek).

KadangiFi,α(x, 1), A∗
1,t, B

∗
1,t > 0 – tolydžios funkcijos, oτk−1 ir τk parinkti pakanka-

mai artimi, tai|P{(RNn,n < x) ∩Ek} − Fi,α(x, τ(k))P (Ek)| < ε
m , k = 1, m, n > n∗.

Jeiτ0, τm parenkamos taip, kad b¯utu tenkinama s↪alygaP (E0) + P (Em+1) < ε, tai

|P{RNn,n < x} −
∫ ∞

0

Fi,α(x, q) dP (τ < q)|

=

∣∣∣∣
m+1∑
k=0

P{(RNn,n < x) ∩Ek} −
m∑

k=1

Fi,α(x, τ(k))P (Ek)

+
m∑

k=1

Fi,α(x, τ(k))P (Ek) −
∫ ∞

0

Fi,α(x, q) dP (τ < q)

∣∣∣∣
<

∣∣∣∣
m∑

k=1

P{(RNn,n < x) ∩Ek} −
m∑

k=1

Fi,α(x, τ(k))P (Ek)

∣∣∣∣
+P (E0) + P (Em+1)
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+

∣∣∣∣
m∑

k=1

Fi,α(x, τ(k))P (Ek) −
∫ τm

τ0

Fi,α(x, q) dP (τ < q)

∣∣∣∣
+P (E0) + P (Em+1) < 4ε,

kai n > n∗. Kadangiε > 0 laisvai parenkamas, tai

lim
n→∞

P{RNn,n < x} =

∫ ∞

0

Fi,α(x, q) dP (τ < q), i ∈ {1, 2, 3}.

Teorema↪irodyta.

Literatūra
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Move theorem of the sample range and centre

D. Petronaitis

The limit distribution functions are obtained for the sample range and sample centre with ran-
dom indices under nonrandom normalization.


