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1. Ivadas

Tarkime, kad (X, ..., Xy) yra atsitiktiné imtis, kurioje X; yra tarpusavyje nepriklau-
somi ir pasiskirste tolygiai intervale (—1, 1). Atsitiktinis imties ttris N nepriklauso nuo
X; (1 £ j < n)ir yra pasiskirstes pagal geometrinj désni:

k—1
P(N =k) = l(1 - -1—) , k >1 (i8 ¢ia aiSku, kad turi biiti n > 2).
n n

Pazymékime
ZN = ma.x(Xl, .. .,XN), WN = min(Xl, . .,XN).

Siame straipsnyje pateiksime statistikos py = |ZnyWy| pasiskirstymo funkcijos
(normuotos) konvergavimo greicio iverti.

H.M. Barakat ir E.M. Nigm straipsnyje [1] yra suformuluotos ir irodytos bendrosios
ribinés teoremos tokioms netiesinéms statistikoms:

Wn

PN =|ZNWN|, YN = pN it gn = 7.

Ten yra gauti visi galimi ribiniai skirstiniai (atliekant tiesini normavima) ir netgi uZrasytos
normavimo konstantos.

Straipsnyje [1] yra pateikta keletas pavyzdziy (tuose pavyzdZiuose NN pasiskirstgs pa-
gal geometrinj désni). Misy tiriamas atvejis (kai X; ~ T'(—1,1)) sutampa su vienu i$
ty pavyzdziy. Tas atvejis buvo idomus todél, kad tame pavyzdyje buvo rasta klaida (zr.
Zemiau), kurig Cia iStaiséme.

2. Statistikos pn = |Zn W N | skirstinio funkcija

Atsitiktiniy dydZiu X; pasiskirstymo funkcija F(z) = Z£%, —1 < z < 1. Tuomet vek-
toriaus (Z,,, W,,) (n-determinuotas) pasiskirstymo tankis

0, y >z,
fzw(z,y) = { n(n—1) (F(z) - F(y))"* f(2)f(y), y <z,
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0, ) y >z,
- — — ”n—
n(n4 1)(xzy) , YS T

Determinuotu atveju p,, pasiskirstymo funkcija

Fou(2) = P(pn <2) = P(ZaWal <2) = [ [ fzw(z,v)dzay

lz-y|<=z

—2z

z vz 1
= fidx + f2d$+/ f3dx+/ fadx, 0<z<1;
-z z vz

~Vz

Cia
ne [ e
e [R5
e G NCEH G

2T n(n—1) oz —y\n—2 n
f"‘z/z/m () w=3

= fz — f1.

Kai N yra pasiskirstes pagal geometrinj désni, statistikos p pasiskirstymo funkcija

F,.(2) = ZP(,),c <z2)-P(N = ZP(pk <2)- (1 _ l)k—l.

n
k=1

Pasirodo, kad F),,(z) yra elementarioji funkcija, taCiau gaunama gana gremeézdiska
jos iSraiSka (del straipsnio apimtiems ribotumo tarpiniy veiksmy nepateikiame). Todeél
iveskime tokius paZyméjimus:

R e =~

B n(((n —1)2z 4+ 2n?)z + n?2 — n2)
(n—1)((n —1)2z2 4+ n2?)((n — 1)(z2 — 2) — 2zn)’
¢ia arth(z) = %ln (1__}::;),
2n

m—1Dn+1—(n-1z)

fan(z,2) = n(n—1)- 2(n = 1%z = n®)F -arctg (\/(&: =)

Iz,n(il)) =
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n(((n — 1)2z — 2n?)z + n%z — nz2) .
(n—1)((n —1)2z — n2)((n — 1)(z2 + 2z) — 2zn)’
Iy n(z, 2) = I3 n(x, 2) — I} n(z, 2).

Tuomet pasiskirstymo funkcija galime uZrasyti taip:

FPN (Z) — Il,n(—z’ z) - Il,n(_\/zv z) + I2,n(z) - I2,n(—z) + I3,n(\/zv Z)
~I3n(2,2) + 14 n(1,2) — I1n(v/2,2), 0<z<1.

3. Konvergavimo greitis

Minétame straipsnyje (H.M. Barakat, E.M. Nigm) teigiama, jog normuota pasiskirstymo
funkcija F,, (22 + 1) artés prie nei3gimusios ribinés pasiskirstymo funkcijos Q**(z; 1).
Cia bendros funkcijos Q**(z; o) iSrai§kos nepateiksime (Q**(z; ) yra tam tikras dvily-
pis integralas, priklausantis nuo X; pasiskirstymo). Taip pat teigiama, jog

1
Q**(x;1) = { i~z <0,

1, z 2> 0.

Pasirodo, kad pastarasis teiginys yra neteisingas. IS tikryjy, paskaiCiavus gautume,
kad

Q**(x,l):{].—('l—f_x)2, $<O,

1, x> 0.

SkaiCiuojame riba (tiesiogiai, remiantis miisy gauta F,, (2) iSraiSka):

Lo(z) := lim FpN(-23+1)=1—( a )2, z <0

n—o0o n 1l—=x

(éia £ <0, nes (0<27;’5+1<1)=> (-3 <a:<0)>.

Gavome tokia palia ribine funkcija, t.y., Lo(z) = Q**(x;1). Ribos skaiiavimo dél
straipsnio apimties ribotumo ir funkcijos gremézdiSkumo nepateikiame, bet §ia riba ne-
sunkiai, nes turime elementarig funkcija, galima surasti daugumos simboliniy matema-
tiniy pakety pagalba, pavyzdziui, MAPLE.

[vertinsime konvergavimo greiti A, (z) = F,, (2 4+ 1) — Lo(z). AiSku, mus domina
tik intervalas —% < x < 0, nes uZ 3Sio intervalo riby konvergavimo greitis nepriklauso
nuo n. Skai€iuojame riba:

Li(z) := nlingon- (szv (%;E + 1) — Lo(:r)) = x;((fi:)i)

PaZzymékime aibes U = {z: z <0}, A = {(z,n): -5 <z <0, n€ N\{1}}.
Funkcija L;(x) néra tapatingai lygi nuliui ir yra apréZta Vx € U, todél konvergavimo
greidio eilée yra 2

n"
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Parodysime, kad sup |n-Ap(z)| < 0o.PaZymékime
(z,n)€EA

a, = inf n-Ap(z), b= sup n-Ap(z).
(z,n)€EA (z,n)EA

n

Kadangi —2 < z < Oirn > 2, tain > max{2, —2z}. Sandaugos n - Anp(z) i3-
vestiné atZvilgiu n yra teigiama, kai n > max{2, —2x} (dél straipsnio apimties ribo-
tumo irodymo nepateikiame). Todél n - A, (z) yra monotoniSkai didéjanti funkcija. Va-
dinasi, funkcijos n - A,(z) supremumas bus gaunamas tik tuomet, kai n = oo. Ka-

dangi lim n - A,(z) = Li(z) ir funkcija Ly(z) = z (5243) aibéje U turi maksi-

n—oo 3(1—z)3
muma 4 (take z = —3), tai by = 4. Dabar raskime infimuma. Jis bus gaunamas,
kai n = max{2, —2z}. Taigi, yra du atvejai: 1) n = 2ir-1 <z < 0;2)n = -2z ir
z < —1.
Pirmas atvejis. Funkcijos Aq(x) iSvestiné yra teigiama. Todél maZiausia reikSme

gausime, kai = —1. Skaiiuojame riba h_m+0 Aq(x) = —%. Vadinasi, sandaugos
n - Ap(z) maZiausia reik§mé yra —3 (kai 1 <zr<0irn=2).

Antras atvejis. Skaiiuojame riba n_)Er2r.1x+on -Ap(z) = Z%x_m—);_) Pastaroji funk-
cija yra monotoniSkai didejanti taigi, infimumas bus gaunamas, kai x = —oo. Skai-
¢iuojame riba mli’r_noo—%—)- —4. Taigi, a; = min{—2, —4} = —4. Tokiu bidu

irodéme 1 teorema.

1 teorema. Konvergavimo greicio optimalus tolygusis ivertis yra toks:

4
v : -_— n _.
(z,n) € A ~ < Ap(z) < 18

Siame ivertyje konstantos yra nepagerinamos.
I klausima, ar egzistuoja optimalus netolygusis ivertis (Zr. [2]) atsako 2 teorema.

2 teorema. Funkcijos A, (x)— 1( ) optimali eilé yra —g, taciau neegzistuoja tokia baig-
tiné konstanta c, kad V(x,n) € A. |An(z) — Tsm)l < =, LY., neegzistuoja optimalus

netolygusis konvergavimo greicio ivertis. Bet egzistuoja optimalus netolygusis konverga-
vimo greicio ivertis i§ desinés:

(*)

[rodymas. Skai¢iuojame riba

Ll(a:)) _ z(19z* — 105z° + 50z — 60z + 15)

La(z) := lim n?. (An(x) - (1—2)

n—oo

Funkcija Ly(x) néra tapatingai lygi nuliui ir yra baigtiné Vx € U, todél funkcijos
An(z) — & l(x) eilé yra -z. Nelygybé (*) gaunama i§ n - A, () monotoniskumo pagal n

ir lygybeés 111’_+I_1 n-A ( ) = Lq(x).
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ISvada. Remiantis 1 ir 2 teoremomis gauname, kad:

An(z) = Llix) + La(z) +o( L ),

n2 n2
4 L
—— < Ap(x) < 1(:::), —E<:v<0, n > 2.
n n 2
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Optimal estimate of the convergence rate of statistic py = |ZNW |

R. Vilkas, A. Aksomaitis

The optimal estimate of the convergence rate of distribution function of statistic pn is given
(for one of the examples in [1]) and unimprovable constants were obtained. Besides, the optimal
non-uniform estimate from the right was found together with the unimprovable constant.



