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Ivadas

Praktiniai optimizavimo uZdaviniai daZnai yra tokie sudétingi, kad uzZdavini laikyti iSkilu
nerealu. Globalaus optimumo neiskiluose uZdaviniuose radimui yra taikomi keletas prin-
cipiniy algoritmy. Daugeliu atvejy $iy algoritmy elgesys gali buti nagrinéjamas atsitik-
tiniy klaidZiojimy teorijos poZiiiriu, minimizuojant arba maksimizuojant tikslo funkcija
lokalinés (pvz. stochastiniy gradienty metodais) arba globalinés (modeliuojamojo atkai-
tinimo, genetiniais algoritmais, Monte Karlo [7] metodais) paieSkos budais. SprendZiant
praktinius globalinés optimizacijos uZdavinius susiduriama su bendry kriterijy, kuriais re-
miantis biity galima tvirtinti, jog pasiektas globalus optimumas, stoka, bei rekomendacijy
algoritmy parametry efektyviam parinkimui nebuvimu [2,5].

Modeliuojamojo atkaitinimo (simulated annealing — SA) metodo konvergavimo teo-
riniai tyrimai rodo, kad Siuose algoritmuose paieS§kos sekos formavimui efektyviai gali
biiti pritaikomi Pareto tipo modeliai [2], t.y. tokie modeliai, kuriy skirstiniai turi ,,sunkias
uodegas‘ [1]. Taikydami modeliuojamojo atkaitinimo algoritma, mes galime isitikinti,
jog tokie modeliai leidZia efektyviau rasti globalyji optimuma.

Darbo tikslas — iStirti konvergavimo i globaly ekstremuma greiti kompiuterinio mode-
liavimo biidu. Algoritmo efektyvumo charakteristikomis yra laikomos minimizuojamos
funkcijos reikSmé ir globalaus optimumo radimo tikimybé po tam tikro iteracijy skai-
Ciaus.

Modeliuojamojo atkaitinimo (Simulated Annealing) algoritmas

Nagrinékime optimizavimo uzdavini (minimizavimo)

- min f(z), (1)
res
¢ia = yra R™ poaibis ir f yrareali funkcija, apibréZta srityje = ir turinti globaly minimuma
f* srityje =.

ApraSysime SA algoritmg sprendZiant (1) uzdavini [2,3,4].

1 zingsnis. Pasirenkame pradinj taSka 20 € E, pradin¢ temperatiira 7o > 0, tam tikra
nuo temperatiros priklausancia generavimo tikimybine tankio funkcija, atitinkamga tem-
perattiros atnaujinimo funkcija, ir seka {p;; 7 = 0} monotoniskai maZéjanciy teigiamy
skaiCiy. Suskai¢iuojame f(z°). Nustatome X° = z°% irk = 0.
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2 Zingsnis. Generuojame atsitiktini vektoriy Z* naudodami generavimo tikimybine
tankio funkcija. Jei egzistuoja 1 < i < n toks, kad | Z*| < px, kur ZF yra i-asis vekto-
riaus Z* komponentas, kartoti 2 Zingsni. Kitu atveju, gaunamas naujas taskas Y'* pride-
dant atsitiktini vektoriu Z* prie dabartinés iteracijos tasko Z*,

Yk. — Xk + Zk. 2)

Jei Y* & 2, kartojame 2 Zingsni; kitu atveju, skai¢iuojame f(Y*).

3 Zingsnis. Naudojame Metropolio kriteriju naujam iteracijos taSkui X**1 parinkti,
t.y. generuojame atsitiktinj skaitiu 7 tolygiai pasiskirsCiusi intervale (0, 1), ir tikimybe
P(Yk Xk T). Jein < P(Y*, X* T}), tada Xk = Yk ir f(X*H1) = f(Y'¥), kitu
atveju paliekame X*+! = X* ir f(X*+1) = f(XF); &ia

P(Y*, X* Ti) = min {1, exp{[f(X*) — F(Y*)]/Tk}} (3)

4 Zingsnis. Jei i§ anksto numatyta sustojimo salyga (pvz. nurodytas iteracijy skai-
¢ius) yra patenkinta, tada sustoti. Kitu atveju atnaujiname temperatura naudodami tem-
peratiiros atnaujinimo funkcija ir griZtame prie 2 Zingsnio.

Aprasytas metodas yra nagrinétas teoriSkai [2,3,4,6], taCiau iSsamiy skaiiuojamyjy
tyrimy dar néra padaryta. Siame darbe daugiausia remiamasi R.L. Yang straipsniu [2],
kuriame nustatytos SA algoritmo salygos. Sios salygos nustato temperatiiros atnaujinimo
funkcijos pavidala, parametrus bei teigiamy skaiCiu sekos {p;; j > 0} parinkima, garan-
tuojanti modeliuojamojo atkaitinimo algoritmo konvergavima i tikslo funkcijos globaly
minimuma tiriamoje srityje. Teigiamuy skailiy seka {p;; 7 > 0} kiekvienoje iteracijoje
nustato maZiausia riba, kuria turi vir§yti generuojamo vektoriaus Z* koordinatés.

Teoremos 1Svadose (pasekmése) tvirtinama, kad temperatiiros atnaujinimo funkcija
T bei teigiamy skaiiy seka {p;;j > O} turi buti suderintos su generavimo tikimy-
bine tankio funkcija [2]. Straipsnyje iSnagrinéti keli generavimo skirstiniai, pasiZymintys
Pareto savybe (Pareto tipo modeliai pasiZymi ,,sunkiomis uodegomis®. Pagrindinis Siy
modeliy parametras — o, kuris reiskia ,,uodegos sunkumo* laipsni. Tiriamame modelyje
(b) @ = 1/m) (1 lentelé).

Darbe naudojami Sie Zyméjimai: 0 < pp < minjgignmi, ¢la r € R",
ri = MaXgyez |[Ti —¥il, 1 €1 < n,0 < v < 1/n, {Tr;k 2 0} — temperatiiry
seka, m > 1 — sveikas skaiCius, A > 1,0 < v < min{), m/n}. Remiantis 1 lentele,
buvo gautos taisyklés dydziams Z; antrajame algoritmo Zingsnyje modeliuoti.

Algoritmuy testavimo metodika

Globalinés optimizacijos uzdaviniuose taikant ivairius optimizavimo algoritmus reikia
patikrinti algoritmy ir metody patikimuma, efektyvumg. Tam naudojamos vairios testi-
nés funkcijos, kuriy optimumo taSkai i§ anksto Zinomi. Yra specialiai sukonstruojamos
ivairios funkcijos, kurios turi viena ar kelis globalius minimumus, taip pat gali turéti ir lo-
kaliy minimumy. Siy funkcijy pagalba mes galime patikrinti, ar miisy naudojamas algo-
ritmas ,,neuzstringa“ lokaliame minimume, galime stebéti konvergavimo greiti, tiksluma
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1 lentelé. Generavimo skirstiniai ir atitinkamos SA algortimo charakteristikos

Tankis Tikimybé F(z) = P(Z < 2)  pk,Tk
(a) p(z,Tk) = ;—(—;—2%2—) P(Z < Z,Tk) i Pk = po/k—y/ztn
= larctg(£)+3)  Te=To/k'
(b) p(z,Tk) P(Z < Z,Tk) Pr = po/k7m/'\(m+1)"
Tl/m . /n
= 2m“2|+'1,fk](m+1)/m = 2(1- i )l/m? 2<0 T = T()/k
Tx
P(Z < Z,Tk)
=1- 1 1/m) z > 0
(1)

ir kitus parametrus. Padare¢ tinkamas i§vadas, parinke tinkamus parametrus, algoritmus ir
metodus galime taikyti ir kitoms funkcijoms, kitiems optimizavimo uZdaviniams spresti.
Buvo naudojamos $ios testinés funkcijos: Branino (turi 3 globalius ekstremumus), Rast-
rigino (maZdaug 50 lokaliniy ekstremumy ir vienas globalus), Goldsteino—Praiso (4 lo-
kalus ekstremumai ir vienas globalus) [5].

Buvo tiriamos $ios algoritmo efektyvumo charakteristikos: minimizuojamos funkci-
jos retkSmé bei globalaus optimumo radimo tikimybé po tam tikro iteracijy skaiciaus.
Sios charakteristikos buvo vertinamos Monte—Karlo metodu, atliekant N nusileidimy po
K iteraciju (N = 1000, kai K < 3000, N = 500, kai 3000 < K < 10000 ir N = 100,
kai K > 10000). Efektyvumo charakteristiky pasikliautinieji intervalai buvo nustatomi
remiantis normaline aproksimacija. Globalaus optimumo radimo tikimybé buvo verti-
nama apskaiCiuojant optimizavimo tasko patekimo daZnuma j globalaus optimumo ap-
linka: | fi — f*| < e. Pradinis taSkas buvo parenkamas atsitiktinai.

Modeliuojant SA algoritma testinéms funkcijoms su dviem skirtingais skirstiniais bei
manipuliuojant jvairiais leidZiamais keisti parametrais, buvo siekiama i$siaiskinti:

e kuris i§ duoty skirstiniy uZtikrina spartesnj konvergavima i globalyji minimuma

pagal funkcijos reikSme;

e kokios yra ,,nusileidimo* i globalyji minimuma tikimybés ir kaip jas gali paveikti

tam tikry parametry keitimas;

o koks reikalingas iteracijy skaiCius, kad surasti globaly minimuma su reikalinga ti-

kimybe.

Tyrimy metu naudotos konkrecios parametry reik§més: A = 2, v = 0,3 (a), vy =
0,9 (b), po = 0,01 (Goldsteino—Praiso ir Rastrigino funkcijoms), po = 0,1 (Branino
funkcijai), To = 10. (Jie buvo kei¢iami, bet su Siomis reik§mémis gauta pastebimai gery
rezultaty.)

Modeliavimo rezultatai

Modeliavimo rezultatai pateikti lentelése. Matyti, jog naudojant (b) skirstinj konverga-
vimas i globalyji minimuma pagal funkcijos reik§me¢ yra spartesnis (2 lentelé¢). Buvo
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2 lentelé. Konvergavimas j globaly minimuma pagal funkcijos reik§me¢ Fj

F'y reik¥meés

Iteracijy Branino f-ja GoldSteino-Praiso f-ja Rastringo f-ja
skaiCius  (a) skirst.  (b) skirst.  (a) skirst.  (b) skirst.  (a) skirst.  (b) skirst.
100 1,41265  0,052039 13,45722 9,87812  -0,40869 -1,67522
500 0,33006 0,417289  3,75233 5,53644  -1,20333 -1,94236
1000 0,68788  0,406829  3,36933 4,73926  -1,32400 -1,98219
3000 054042  0,401299  3,16755 3,78732  -1,64010 -~1,99647
10000 0,48771 0,39878 3,10922 3,00125  -1,79196 -1,99814
30000 0,44670 0,39828 3,05393 3,00038  -1,90625 -1,99957

Glob. min. 0,397887 3,0 -2,0

3 lentelé. Patekimo § globalyji minimumga tikimybés Goldsteino—Praiso funkcijai (¢ = 0.01)

Iteracijy Patekimo j globalyjj minimuma tikimybeés
skaiCius m =2 m=3 m=4
100 0,025+0,008 0,160+0,019 0,248 40,023
200 0,14514+0,018 0,482 +0,026 0,427 30,026
300 0,261 +0,023 0,598 +0,026 0,495 30,026
500 0,48510,026 0,627 +0,025 0,527 30,026
1000 0,764 1+0,022 0,658 10,025 0,530+ 0,026

nagrinéjama parametro m itaka konvergavimo greiciui (3 lentelé).

Patekimo i globalyji minimuma tikimybés Goldsteino—Praiso funkcijai:

1) Kai m = 2. Garantuoja didesnes patekimo i globalyji minimumg tikimybes nei
su kitomis parametro m reik§mémis, ypad, jei norime didesnio tikslumo. Si parametro
reikSmeé rekomenduojama, kai iteracijuy skaiCius didelis. Tikimybés, esant maZam itera-
cijy skaiCiui, auga lé€iau nei prie didesniy m reikSmiuy.

2) Kai m = 3. Garantuoja didesnes patekimo i globalyji minimuma tikimybes, kai
iteraciju skaiCius nedidelis. Didinant iteracijy skaiCiy, tikimybés auga létai. Kai iteraciju
skaiCius yra 1000 ir daugiau, rekomenduojama parametro reik§mé m = 2.

3) Kai m = 4. Garantuoja dar didesn¢ globalaus minimumo suradimo tikimybe nei
atvejais m = 2 ir m = 3, kai iteracijy skaiius mazas (100).

IS iy trijy atvejy akivaizdu, kad m = 3 ir m = 4 atvejais konvergavimas yra greites-
nis, bet su ,,bloga“ tikimybe, tuo tarpu m = 2 atveju konvergavimas létesnis, bet tikimybeé
gana didelé.

Goldsteino—Praiso funkcijai modeliavimo biidu buvo nustatytos patekimo i lokaliuo-
sius minimumus ir i globalyji minimuma tikimybés. Buvo naudojamas (b) skirstinys,
kuris uZtikrina spartesni konvergavima (4 lentelé).

Kaip matyti i §io tyrimo, algoritmas praktifkai niekada ,,neuZstringa“ 1-ame ir 4-
ame lokaliame minimume. ,,UZstrigimo* kituose dviejuose lokaliuose minimumuose ti-



Pareto tipo modeliai modeliuojamojo atkaitinimo algoritmuose 577

4 lentelé. Patekimo i lokaliuosius minimumus ir globalyji minimuma tikimybés Gold3teino—Praiso funkcijai
(m = 2, e =0, 1, iki 1000 realizacijy)

Patekimo i globalyji minimumag tikimybes

Iteracijy | lok. min. ] lok. min. [ lok. min. | lok. min.
skai¢ius  F'(1,2;0,8) F(1,8;0,2) F(-0,6;-0,4) F(-0,4;-0,6) ] glob. min.
= 840 =84 = 30 = 35 F(0;—1) =3
100 0 0,003 0,005 0,001 0,111 £0,016
300 0 0,011 0,012 0 0, 799 + 0,021
500 0 0,016 0,016 0 0,948 + 0,012
1000 0 0,017 0,009 0 0,973 £+ 0,008
3000 0 0,007 0,003 0 0,984 £ 0,007
5000 0 0,002 0 0 0,993 £+ 0,004
10000 0 0 0 0 1

5 lentelé. Globalaus minimumo, kai € = 0, 001 suradimo tikimybés GoldSteino—Praiso funkcijai

Iteracijy Tikimybé
skaiCius

1000 0,09 + 0,047
5000 0,32 +0,077
10000 0,55 + 0,082
20000 0,79 + 0,067
30000 0,93 £ 0,042
50000 0,97 + 0,028

kimybés taip pat mazZos, bet salyginai yra didZiausios, kai iteracijy skaicius nedidelis
(300-1000). Esant dideliam iteracijy skaiCiui, algoritmas su tikimybe artima vienetui nu-
rodytu tikslumu patenka { globaly minimuma.

IStirta ir globalaus minimumo suradimo su dideliu tikslumu tikimybé GoldSteino—
Praiso funkcijai. Parinktos parametry reikSmés € = 0.001, m = 2. Atlikta 100 realizacijy
kiekvienam atvejui. Kaip matyti i§ tyrimo rezultaty, iteracijy skaiciy parinkus 30000 ir di-
desni, tikslaus minimumo suradimo tikimybés gana didelés (artimos vienetui) (5 lentelé).

Pastaba. 3, 4 ir 5 lentelése pasikliautinieji intervalai buvo nustatyti remiantis normaline
aproksimacija.

ISvados
Galima isitikinti, kad Pareto tipo modeliai su ,,sunkiy uodegu‘ savybe garantuoja didesn¢

globalaus optimimo suradimo tikimybe. Todél $iy modeliy taikymas suteikia galimybe
pagerinti euristiniy algoritmy efektyvuma.
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Reikia remtis teoriniais rezultatais ([2]), kad ivairiems skirtingiems modeliams turime
parinkti tam tikras atitinkamas py ir T} seky atnaujinimo funkcijas.

Algoritmo efektyvumui padidinti, pirmiausia (kai iteracijy skaicius yra mazas) reikty
parinkti mazZa parametro « reikSme, véliau (didéjant iteracijy skaiCiui) parametro o
reikSme¢ rekomenduojame didinti.
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Parrett’s type models in simulated annealing algorithms
G. Felinskas, L. Sakalauskas

In this paper a simulated annealing algorithm for continuous global optimization is considered.
There are a lot of theoretical research and very few computer modeling of efficiency of this algori-
thm. Modeling results, recommendations for efficiency and accuracy of the SA algorithm are given
in the paper.



