
Liet. matem. rink., T. 43, spec. nr., 586–591 586
 2003 Matematikos ir informatikos institutas

Lygiagretusis jungtini↪u gradient↪u metodas
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1. Uždavinio formulavimas

Egzistuoja daug uždavini↪u, reikalaujanˇci ↪u išretint↪u tiesini ↪u lygči ↪u sistem↪u sprendimo.
Dažnai tokie uždaviniai yra labai dideli ir negali b¯uti išspr↪esti vienu kompiuteriu. Taikant
lygiagrečiuosius skaiˇciavimus išretint↪u tiesini ↪u lygči ↪u sistem↪u sprendimui tikslinga nau-
doti iteracinius metodus. Jais daugelis lygˇci ↪u sistem↪u išsprendžiamos greiˇciau nei tiesio-
giniais metodais, taip pat vartojama mažiau kompiuterio atminties [2]. Iteracini↪u metod↪u
išlygiagretinimo algoritmas dažnai yra paprastesnis nei tiesiogini↪u metod↪u [5].

Šiame straipsnyje nagrin˙ejamas lygiagretusis modifikuotas iteracinis jungtini↪u gradi-
ent ↪u (LMJG) metodas, ištirtas jo efektyvumas taikant skirtingus modifikatorius, atlikta
algoritmo maštabavimo analiz˙e. Skaičiavimo eksperiment↪u rezultatai yra gauti naudojant
asmenini↪u kompiuteri↪u klaster↪i „vilkas.vtu.lt“.

MJG metodu sprendžiame tiesini↪u lygči ↪u sistem↪aAY = F , kai matricaA yra simet-
rinė ir išretinta.

Jungtini ↪u gradient ↪u metodas[2].
Y0, n = 0 ,
R0 = AY0 − F, W0 = V−1R0, P0 = W0.
while ((Rn,Rn) > ε)

Gn = APn, τn+1 =
(Wn,Rn)

(Gn,Pn)
,

Yn+1 = Yn − τn+1Pn,

Rn+1 = Rn − τn+1Gn,

Wn+1 = V−1Rn+1.

βn =
(Wn+1,Rn+1)

(Wn,Rn)
,

Pn+1 = Wn+1 + βnPn, n = n + 1,

end while.

Čia V yra speciali matrica. Parinkdami ši↪a matric↪a siekiame dviej↪u tiksl ↪u [2, 6].
Pirma, matricosV spektras turi b¯uti artimas matricosA spektrui, t.y.,

λ̃1V � A � λ̃MV,
λ̃1

λ̃M

� λ1

λM
,
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čiaλ1 ir λM yra matricosA mažiausia ir didžiausia tikrin˙es reikšm˙es,λ̃1 ir λ̃M yra mat-
ricosV −1A mažiausia ir didžiausia tikrin˙es reikšm˙es,M yra nežinom↪uj ↪u skaičius. Ite-
racij ↪u skaičius priklauso nuo matricosV −1A s ↪alygotumo skaiˇciaus. ParinkdamiV = A

tiksl ↪u sprendin↪i gausime po vienos iteracijos. Taˇciau tokios iteracijos realizacija yra ek-
vivalenti pradinio uždavinioAY = F sprendimui. Tod˙el antrasisreikalavimas, keliamas
matricaiV , yra tas, kad tiesini↪u lygči ↪u sistemaV Z = F būt ↪u lengvai išsprendžiama.
Matric ↪aV vadinsime modifikatoriumi (angl.preconditioner).

Kai nagrinėjame lygiagret↪uj ↪i MJG algoritm↪a, papildomai reikalausime, kad tiesini↪u
lygči ↪u sistemosV Y = F sprendimas b¯ut ↪u efektyviai lygiagretinamas [4, 6].

Teorin↪e analiz↪e atliksime nagrin˙edami trimaˇcio Puasono uždavinio




−
(
∂2u

x2
1

+
∂2u

x2
2

+
∂2u

x2
3

)
= f(x1, x2, x3), (x1, x2, x3) ∈ Q,

u(x) = µ(x), x ∈ ∂Q,

(1)

sprendim↪a, čiaQ = {x = (x1, x2, x3): 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, 0 < x3 < 1}. Dife-
rencialin↪i uždavin↪i spr↪esime baigtini↪u skirtum↪u metodu. SrityjeQ apibrėžiame diskret↪uj ↪i
tinkl ↪a:

ωh = {(x1i, x2j, x3k): x1i = ih, x2j = jh, x3k = kh, i, j, k = 1, . . . , N − 1} ,

čiah yra parinktas taip, kadx1N = 1, x2N = 1, x3N = 1. Šio tinklo paviršiaus mazg↪u
aib↪e žymime∂ωh. Diskrečiojo tinklo mazguose apibr˙ežiame skirtum↪u funkcij ↪ayi,j,k =

y(x1i, x2j, x3k).
Diferencialin↪e lygt↪i ir kraštin↪e s↪alyg ↪a aproksimuojame baigtini↪u skirtum↪u schema:




−
(
yx̃1x1 + yx̃2x2 + yx̃3x3) = fijk, (x1i, x2j, x3k) ∈ ωh,

y(x) = µ(x), x ∈ ∂ωh.
(2)

Baigtini ↪u skirtum↪u schema apibr˙ežiaN3 eilės tiesini↪u lygči ↪u sistem↪a:

AY = F, (3)

kurios matrica yra juostin˙e ir kiekvienoje eilutėje yra nedaugiau nei septyni nenuliniai
elementai.

2. Modifikatoriai

Nagrinėsime du svarbus matricosA modifikatorius.
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Diagonalinis modifikatorius

Išskaidykime matric↪aA ↪i apatinės trikampės, ↪istrižainės ir viršutinės trikampės matric↪u
sum↪aA = L+ D + LT , L – trikampė apatinė matrica. TadaV = D.

↪Ivertin↪e pagrindinesMJG algoritmo operacijas gauname, kad vienos iteracijos
sudėtingumas yraW = 14N3 γ, čia γ yra bazinės operacijosa = b + cd vykdymo
laikas. Naudojant diagonalin↪i modifikatori ↪u iteracij ↪u skaičius didėjaO(N) greičiu.

MIC(0) modifikatorius

Modifikatorius yra toks [5, 6]:

V = (L +D0)D
−1
0 (LT + D0),

kurD0 = diag(d1, d2, . . . , dN3) yra ↪istrižainė matrica, o jos koeficientai apskaiˇciuojami
iš matricosA koeficient↪u, taip kad b¯ut ↪u išpildytos lygybės:

AE = VE,

čiaE yra matrica, kurios visi elementai yra lyg¯us vienetui.

↪Ivertin↪e pagrindinesMJG algoritmo operacijas, gauname vienos iteracijos sud˙etin-
gumo ↪ivert ↪i W = 22N3γ. NaudojantMIC(0) modifikatori ↪u daugeliui matric↪u iteracij ↪u
skaičius didėja tikO(

√
N) greičiu [1].

3. Lygiagrečiojo algoritmo sudėtingumo analizė

Tarkime turimep procesori↪u. NagrinėsimeMJG lygiagret↪uj ↪i algoritm ↪a. Naudosime duo-
men↪u lygiagretumo metodik↪a, kai užduoˇci ↪u paskirstymas tarp procesori↪u gaunamas auto-
matiškai, nurodžius kaip skirstomos matricosA eilutės. Galime naudoti skirtingas duo-
men↪u paskirstymo tarpp procesori↪u schemas.

1D duomen↪u paskirstymas atliekamas vienos diskreˇciojo tinklo koordinatės atžvil-
giu, kiekvienam procesoriui tenkaN ×N × N

p duomen↪u. NagrinėdamiMJG algoritm↪a
matome, kad atlikdami dvi operacijas procesoriai privalo pasikeisti duomenimis. Skai-
čiuodami sandaug↪aAX jie komunikuojasu dviem kaimyniniais procesoriais ir nusiunˇcia
kiekvienam iš j↪u poN2 duomen↪u. Tokios operacijos kaštai yra↪ivertinami formule [3]

Tmvs = 2(α+ βN2),

čiaα – starto laikas,β – vieno skaiˇciaus siuntimo laikas. Antroji operacija yra skaliarin˙es
dviej ↪u vektori ↪u sandaugos skaiˇciavimas. Jos vykdymo metu atliekama grupin˙e duomen↪u
persiuntimo operacija, kurios kaštai blogiausi↪u atveju gali būti:

Tss(p) = c1p.
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Panašiai yra nagrin˙ejami 2D ir 3D duomen↪u paskirstymai. Jie svarb¯us tuo, kad
didėjant procesori↪u skaičiui mažėja tarp dviej↪u procesori↪u persiunˇciam ↪u duomen↪u kie-
kis.

Diagonalinio modifikatoriaus atveju uždavinioVY = F sprendimas atliekamas ly-
giagrečiai ir procesoriams nereikia komunikuoti tarpusavyje. Tod˙el lygiagrečiojo algo-
ritmo vykdymo laik↪a ↪ivertiname formule:

Tp =
14N3

p
γ + 2(α+ N2β) + 3c1p.

MIC(0) modifikatoriaus atveju tiek matricosD0 koeficient↪u skaičiavimas, tiek ir
modikatoriaus realizavimas kiekvienoje iteracijoje yra nuosekl¯us ir š↪i algoritm ↪a labai
sunku taip pertvarkyti, kad gal˙etume efektyviai naudoti daug procesori↪u [6]. Paprasˇciau-
sia išeitis yra naudoti tik lokali↪a kiekvieno procesoriaus informacij↪a, bet tokio modifika-
toriaus iteracij↪u skaičius yra tos paˇcios eilės, kaip ir naudojant diagonalin↪i modifikatori ↪u.

↪Ivairi ↪u algoritmo modifikacij↪u palyginimas bus pateiktas atskirame darbe.

4. Maštabavimo analizė

Iš Amdahlo dėsni↪u žinoma, kad [2]:
a) lygiagreči ↪uj ↪u algoritm↪u efektyvumas maž˙eja, kai didiname procesori↪u skaiči ↪u

sprendžiant fiksuoto dydžio uždavin↪i,
b) algoritmo efektyvumas did˙eja, kai, fiksav↪e procesori↪u skaiči ↪u, sprendžiame vis sun-

kesnius uždavinius.
Atliksime MJG algoritmo maštabavimo analiz↪e, t.y., nustatysime kokiu greiˇciu turi

didėti uždavinio dydis, kad taip pat efektyviai panauduotume vis daugiau procesorius [3].
Lygiagrečiojo algoritmo papildomus kaštus pažym˙esimeT0(W, p) = pTp −W . Rasime
izoefektyvumo funkcij↪a , t.y., uždavinio dydžioW priklausomyb↪e nuo procesori↪u skai-
čiaus, garantuojanˇci ↪a norim↪a lygiagrečiojo algoritmo efektyvum↪a. Sprendžiame lygt↪i:

W = eT0(W, p), e =
Ep

1 − Ep
,

čiaEp = W
W+T0(W,p) yra algoritmo efektyvumas.

LygiagrečiojoMJG algoritmo papildomieji kaštai yra:

T0(W, p) = 2p(α +N2β) + 3c1p
2 = 2αp+ 2N2βp + 3c1p

2.

Asimptotin↪e izoefektyvumo funkcij↪a randame↪ivertin↪e atskir↪u algoritmo sudedam↪uj ↪u
dali ↪u poveik↪i:

• pirmojo papildom↪u kašt↪u nario: 13N3 ∝ 2eαp ⇒ N ∝ 3

√
2eα
13 p,
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• antrojo papildom↪u kašt↪u nario: 13N3 ∝ 2eN2βp ⇒ N ∝ 2eβ
13 p,

• trečiojo papildom↪u kašt↪u nario: 13N3 ∝ ec1p
2 ⇒ N ∝ 3

√
3ec1p2

13 .

Didžiausias yra antrojo papildom↪uj ↪u kašt↪u nario ↪inašas, t.y., priklausomyb˙e nuo β.
Norėdami išlaikyti fiksuot↪a efektyvum↪a Ep, turime didintiN proporcingai procesori↪u
skaičiui p.

5. Skaičiavimo eksperimentai

Skaičiavimo eksperiment↪u rezultatai gauti naudojant asmenini↪u kompiuteri↪u klaster↪i „vil-
kas.vtu.lt“ (informacija apie klaster↪i http://vilkas.vtu.lt/). Matrica A buvo
paskirstyta tarpp procesori↪u panaudojant1D metod↪a. 1 lentelėje pateikti skaiˇciavimo
laikai Tp, kai naudojome diagonalin↪i modifikatori ↪u.

Visais atvejais did˙ejant procesori↪u skaičiui uždavinio sprendimo laikas trump˙ejo.
Analizuojant lygiagreˇciuosius algoritmus, labai svarb¯us yra algoritmo spartinimo

Sp = W
Tp

ir algoritmo efektyvumoEp =
Sp

p koeficientai. Ši↪u koeficient↪u reikšmės
yra pateiktos 2 lentel˙eje. Skaičiavimo rezultatai patvirtina gautus teorinius maštabavimo

↪iverčius, kad norint palaikyti fiksuot↪a efektyvum↪aEp, N turime didinti proporcingai pro-
cesori↪u skaičiui p.

1 lentelė. MJG algoritmo su diagonaliniu modifikatoriumi skaiˇciavimo laikasTp

p N = 40 N = 80 N = 160

1 2,2152 34,5746 557,6322

2 1,4083 19,3189 281,3233

4 0,8257 10,7250 177,6106

8 0,5322 6,1007 95,4990

10 0,4856 5,1902 78,4305

2 lentelė. Algoritmo spartinimoSp = W
Tp

ir efektyvumoEp =
Sp

p
koeficientai

N = 40 N = 80 N = 160
p

Sp Ep Sp Ep Sp Ep

2 1,57 0,79 1,79 0,89 1,98 0,99

4 2,68 0,67 3,22 0,81 3,14 0,78

8 4,16 0,52 5,67 0,71 5,84 0,73

10 4,56 0,46 6,66 0,67 7,11 0,71
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Parallel conjugate gradient method

R. Čiegis, G. Šilko

We investigate a parallel version of the preconditioned conjugate gradient method. A scalability
analysis is done for a finite difference scheme which approximates the 3D elliptic problem. Results
of numerical experiments are presented which confirm theoretical conclusions.


