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1. Uzdavinio formulavimas

Egzistuoja daug uzdavinj reikalaujasiy iSretinty tiesinuy lyg€iy sistenu sprendimo.
DaZnai tokie uzdaviniai yra labai dideli ir negalitbiSspeesti vienu kompiuteriu. Taikant
lygiagregiuosius skaifavimus iSreting tiesiniy lygCiu sistenuy sprendimui tikslinga nau-
doti iteracinius metodus. Jais daugelisdiigSisteny iSsprendZiamos grdgu nei tiesio-
giniais metodais, taip pat vartojama maziau kompiuterio atminties [2]. Itetaciatod)
iSlygiagretinimo algoritmas daZnai yra paprastesnis nei tiesipgietod) [5].

Siame straipsnyje nagejemas lygiagretusis modifikuotas iteracinis jungtigiadi-
enty (LMJG) metodas, istirtas jo efektyvumas taikant skirtingus modifikatorius, atlikta
algoritmo masStabavimo anatizSkaciavimo eksperimentrezultatai yra gauti naudojant
asmenini kompiuteriy klaster ,vilkas.vtu.It".

MJG metodu sprendZiame tiesiniyg€iu sistena AY = F, kai matricaA yra simet-
rine ir iSretinta.

Jungtiniu gradientu metodas[2].
YQ, n=>0 y
RO=AY’—F W’ =V IR? P =wO,
while (R™,R™) > ¢)

n n
Gn — AP”, Tn+1 — ((Vg/n: FR)H)),
Yn—i—l —_ Yn _ 7_n+1pn,

Rn—i—l —_ Rn _ T7,,+1Gn,
Wn—i—l —_ V—an—i-l

(Wn—i-l , R7z+f)

o= R
Pn—i—l _ Wn—i—l + 6npn,, n=n+ 1,
end while.

Cia V yra speciali matrica. ParinkdamiaSimatri@ siekiame dviej tiksly [2, 6].
Pirma, matricosV spektras turi bii artimas matricos! spektrui, t.y.,
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&ia\; ir \y; yra matricosA maziausia ir didZiausia tikrs reikdnes, \; ir Ay, yra mat-
ricos V' A maziausia ir didziausia tikres reik3nes, M yra neZinomjy skatius. Ite-
raciju skatius priklauso nuo matricog —* A salygotumo skaiiaus. Parinkdami’ = A
tiksly sprendingausime po vienos iteracijos. diau tokios iteracijos realizacija yra ek-
vivalenti pradinio uzdaviniolY = F' sprendimui. Todl antrasisreikalavimas, keliamas
matricai V, yra tas, kad tiesimi lyg€iu sistemal’Z = F buty lengvai iSsprendziama.
Matrica V' vadinsime modifikatoriumi (angpreconditioney.
Kai nagrirejame lygiagraetji. M JG algoritma, papildomai reikalausime, kad tiesini
lygCiu sistemod/Y = F sprendimas bty efektyviai lygiagretinamas [4, 6].
Teorire analiz atliksime nagriadami trima&io Puasono uzdavinio
2 2 2
- (% + % + %) = f(w1,22,73), (71,72,73) € Q,
1 2 3

1)
u(z) = pz), =€ 0Q,
sprending, cia@ = {z = (z1,22,23): 0 < 21 < 1,0 < 22 < 1,0 < z3 < 1}. Dife-

rencialin, uZzdavin spresime baigtini skirtumy metodu. Srityj&) apibeZiame diskreji
tinkla:

Wh = {(.Ih;,xgj,xgk)l T1; = ih, xTo25 = ]h, T3k = k?h, i,j,k} = 1, .. .,N - 1} s
Cia h yra parinktas taip, kad; y = 1, zon = 1, 235 = 1. Sio tinklo paviriaus mazg
aibe Zymimeodwy,. Diskreciojo tinklo mazguose apibZiame skirturg funkcijay; ; » =
Y(@14, T2, T3k)-

Diferencialire lygt.ir kraSting salyga aproksimuojame baigtimiskirtumy schema:

_(yf':ll'l + yffgl'g + y3~73373) = fijk) ('rli) 'er) 'r3k) E (Uh,,

(2)
y(z) = p(z), € Owp,.
Baigtiniu skirtumy schema apilezia N® eiles tiesini lyggiy sistena:
AY =F, (3)

kurios matrica yra juostimir kiekvienoje eilugje yra nedaugiau nei septyni nenuliniai
elementai.

2. Modifikatoriai

Nagriresime du svarbus matricasmodifikatorius.
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Diagonalinis modifikatorius

ISskaidykime matrig A i apatirés trikams, istrizairés ir virSutires trikamgs matrig
sumaA =L+ D+ LT, L —trikampe apatie matrica. Tadd” = D.

Ivertine pagrindinesM JG algoritmo operacijas gauname, kad vienos iteracijos
sudétingumas yraV = 14N?3+~, Cia v yra bazires operacijoss = b + cd vykdymo
laikas. Naudojant diagonalimodifikatoriu iteraciy skatcius dicgjaO(N) greiciu.

MIC(0) modifikatorius
Modifikatorius yra toks [5, 6]:
V = (L + Do)Dy " (L* + Dy),

kur Dy = diag(dy,ds, . . ., dys) yraistrizainé matrica, o jos koeficientai apskaidojami
iS matricosA koeficienty, taip kad loity iSpildytos lygyles:

AE = VE,

¢iaE yra matrica, kurios visi elementai yra lygvienetui.

Ivertine pagrindines\/ JG algoritmo operacijas, gauname vienos iteracijoseting’
gumoiverti, W = 22N3y. NaudojantM IC(0) modifikatoriy daugeliui matrig iteracijy
skaiius didgja tik O(v/N) greiciu [1].

3. Lygiagre€iojo algoritmo sudétingumo analiz

Tarkime turimep procesony. NagriresimeM JG lygiagretjji.algoritma. Naudosime duo-
meny lygiagretumo metodi, kai uzdueiy paskirstymas tarp procesggaunamas auto-
matiSkai, nurodzZius kaip skirstomos matricAseilutés. Galime naudoti skirtingas duo-
meny paskirstymo tarp procesony schemas.

1D duomem paskirstymas atliekamas vienos diskogo tinklo koordinags atzvil-
giu, kiekvienam procesoriui tenksl x N x % duomeny. Nagriredami)M JG algoritma
matome, kad atlikdami dvi operacijas procesoriai privalo pasikeisti duomenimis. Skai-
¢iuodami sandawA X jie komunikuoja su dviem kaimyniniais procesoriais ir nusian”
kiekvienam i8 jj po N2 duomeny. Tokios operacijos kastai yireertinami formule [3]

Trws = 2(0[ + ﬂNQ),
Ciaa — starto laikass — vieno skatiaus siuntimo laikas. Antroji operacija yra skalian’
dviejuy vektory sandaugos skagvimas. Jos vykdymo metu atliekama grugpthiomen

persiuntimo operacija, kurios kaStai blogiauatveju gali lti:

Tss (p) = C1p.



Lygiagretusis jungtinj gradienti metodas 589

PanaSiai yra nagréjami 2D ir 3D duomem paskirstymai. Jie svads tuo, kad
didéjant procesot skatiui ma£ja tarp dviej procesoti persiumiamy duomen kie-
kis.

Diagonalinio modifikatoriaus atveju uzdavin®Y = F' sprendimas atliekamas ly-
giagregiai ir procesoriams nereikia komunikuoti tarpusavyje. idggiagreciojo algo-
ritmo vykdymo lailaivertiname formule:

_ 14N?

T, = v+ 2(a+ N?B) + 3c1p.

MIC(0) modifikatoriaus atveju tiek matricd®, koeficient) skatiavimas, tiek ir
modikatoriaus realizavimas kiekvienoje iteracijoje yra nuaseki § algoritma labai
sunku taip pertvarkyti, kad getume efektyviai naudoti daug procespjt]. Paprasiau-
sia iSeitis yra naudoti tik lokadi kiekvieno procesoriaus informagjjbet tokio modifika-
toriaus iteraciy skatcius yra tos paios eiks, kaip ir naudojant diagonaiimodifikatoriy.
Ivairiy algoritmo modifikacij palyginimas bus pateiktas atskirame darbe.

4. MaStabavimo analiz

IS Amdahlo @sniy Zinoma, kad [2]:

a) lygiagreiyjyu algoritmy efektyvumas magja, kai didiname procesariskaciy
sprendZiant fiksuoto dydZio uZzdayin

b) algoritmo efektyvumas d@ja, kai, fiksae procesorj skatiy, sprendziame vis sun-
kesnius uzdavinius.

Atliksime M JG algoritmo mastabavimo anadizt.y., nustatysime kokiu greil turi
didéti uzdavinio dydis, kad taip pat efektyviai panauduotume vis daugiau procesorius [3].
Lygiagreciojo algoritmo papildomus kaStus pazgsimeT, (W, p) = pT,, — W. Rasime
izoefektyvumo funkcig , t.y., uzdavinio dydZid?" priklausomylg nuo procesoui skai-
Ciaus, garantuojamd norima lygiagresiojo algoritmo efektyvura. SprendZiame lygt

W =eTo(W,p), e=-——

tia By = yp oy Yra algoritmo efektyvumas.
Lygiagregiojo M JG algoritmo papildomieji kastai yra:
To(W,p) = 2p(a + N?f) + 3c1p® = 2ap + 2N?fp + 3c1p”.

Asimptotire izoefektyvumo funkcg randameiverting atskiy algoritmo sudedanju
daliu poveik:

e pirmojo papildonu kast) nario: 13N? o 2eap = N o< {/ 2 p,
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¢ antrojo papildom kast) nario: 13N3 o 2eN?8p = N « fop,

o trediojo papildomy kadt) nario: 13N3 o ec;p? = N « {/ %

DidZiausias yra antrojo papildarju kasti nario inaSas, t.y., priklausomygbhuo .
Norédami iSlaikyti fiksuog efektyvuna E,, turime didinti N' proporcingai procesayi
skatiui p.

5. Skaiiavimo eksperimentai

Skakiavimo eksperimentrezultatai gauti naudojant asmenikiompiutery klaster,,vil-
kas.vtu.lt* (informacija apie klasteht t p: // vi | kas. vtu.|t/). Matrica A buvo
paskirstyta targp proceson) panaudojant D metoda. 1 lentegje pateikti skaiiavimo
laikai T}, kai naudojome diagonalijmodifikatoriy.

Visais atvejais didjant procesou skatiui uzdavinio sprendimo laikas truraj.

Analizuojant lygiagreiuosius algoritmus labai svarb yra algoritmo spartinimo
Sp = Tm ir algoritmo efektyvumoE, = 5 koeficientai. Qi koeficient) reik&nes
yra patelktos 2 lenteje. Skatiavimo rezultatal patvirtina gautus teorinius maStabavimo
iverCius, kad norint palaikyti fiksuatefektyvuna £, N turime didinti proporcingai pro-

cesory skatiui p.

1 lenteE. MJG algoritmo su diagonaliniu modifikatoriumi s&ivimo laikasT},

p N = 40 N =80 N =160
1 2,2152 34,5746 557,6322
2 1,4083 19,3189 281,3233
4 0,8257 10,7250 177,6106
8 0,5322 6,1007 95,4990
10 0,4856 5,1902 78,4305

2 lentek. Algoritmo spartinimas, = Wir efektyvumoE, = %” koeficientai

TP
N =40 N =80 N =160
p
Sp Ep Sp Ep Sp Ep
2 1,57 0,79 1,79 0,89 1,98 0,99
4 2,68 0,67 3,22 0,81 3,14 0,78
8 4,16 0,52 5,67 0,71 5,84 0,73

10 4,56 0,46 6,66 0,67 7,11 0,71
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Parallel conjugate gradient method
R. Ciegis, G. Silko

We investigate a parallel version of the preconditioned conjugate gradient method. Alggalab
analysis is done for a finite difference scheme which approximates théigiiz groblem. Results
of numerical experiments are presented which confirm theoretical conclusions.



