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1. Ivadas

Fraktalinéms vaizdy apdorojimo technologijoms pastaruoju metu tenka ypac didelis
démesys. Sukurtos efektyvios fraktalinio vaizdy kodavimo (suspaudimo) strategijos
[1, 2], vystoma fraktalinio modeliavimo teorija [3], vaizdy analizés ir sintezés srityje
gana placiai taikomas fraktalinés geometrijos aparatas [4, 5].

Dirbant su kompiuteriniais realaus pasaulio vaizdy analogais (skaitmeniniais vaiz-
dais), fraktalinis poZilris ypatingai vertingas ir perspektyvus, kadangi jis leidZia geriau ir
pilniau suvokti bei ivertinti informacini tokiy vaizdy turini.

Zemiau glaustai pateikiamas kontekstas (pagrindinés savokos ir apibréZimai), ku-
riame sprendZiama fraktaliniy vaizdy, tapatinamy su iteruotyjy funkcijy sistemy atrak-
toriais, sintezés problema. Pagrindinis démesys skiriamas dinaminei poslinkiy sistemai
(DPS), generuojanciai fraktalini vaizda (atraktoriy). Sitloma nauja originali praktinio
DPS igyvendinimo strategija.

2. Fraktalas — iteruotuju funkciju sistemos atraktorius

Imkime euklidine metrine erdve (R?, d). Jos bazéje sukonstruokime nauja (fraktaling)
erdve (H(R?), h), kur H(R?) yra visy netus¢iyjy uzdaryjy erdvés R? poaibiy aibé, o
h — atstumas (metrika) tarp bet kuriy dviejy aibés H (Rz) elementy (poaibiy) A ir B,
nusakomas iSraiSka h = max{d(A, B),d(B, A)}, kai

d(A, B) = max { min{d(z,3)}}, d(B, 4) = max{ min{d(y, )} }

Tarkime, kad w; (z = 1,2,...,N) Zymi suspaudZianciaja afiniaja transformacija
erdvéje (R?, d), o skaicius s; (0 < s; < 1) nusako jos suspaudimo koeficienta.

Metriné erdve (R2, d) kartu su joje apibréZty suspaudZian¢iyjy afiniyjy transformacijy
rinkiniu {w;, ws,...,wn} vadinama iteruotyjy funkcijy sistema (IFS) ir Zymima IFS
{R?%w;i,ws,...,wN}

Fraktalinéje erdvéje (H(R?), h) nagrinékime nauja suspaudZiandiaja transformacija
W: H(R?) — H(R?), bitent:

W(B) =w(B)Uwy(B)U...Uwn(B) =

1

‘wi(B), VB e HR?).
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Iteruotyju funkcijy sistemos IFS {R2; wi,ws, ..., wy } atraktorius (fraktalas, frakta-

linis vaizdas) apibréZiamas kaip vienintelis pritraukiantysis nejudamasis transformacijos
W: H(R?*) — H(R?) taskas A (4 € H(R?2) toks, kad [5]

A=W(A) = _glw,-(A) — lim (WoWo...oW)(B)

n—oo

lim (W°(B), VB ¢ H(R?).

n—oo

3. Fraktaliniy vaizdy (IFS atraktoriy) sintezés algoritmai

Tarp dazZniausiai minimy IFS atraktoriy sintezés (generavimo) algoritmy yra Sie: deter-
minuotasis algoritmas, atsitiktiniy iteracijy algoritmas, pabégimo laiko algoritmas. Savo
specifika gana ijdomus treCiasis (pabégimo laiko) algoritmas, kuris, paprastai, yra nau-
dojamas netiesiniy atvaizdZiy, veikianCiy kompleksinéje plokStumoje, analizei. Atskirai
fraktaliniy vaizdy klasei — IFS atraktoriams — pabégimo laiko algoritmas iki $iol néra
pilnai adaptuotas, nors jo veikimas apibréZtas ir pilnai suvokiamas. Pateikiame trumpa
algoritmo aprasa:

1. Duota IFS {R?; wy, wa, . .., wn}, kurios atraktorius yra aibé A € H(R?).

2. Konstruojama duotgja IFS atitinkanti dinaminé poslinkiy sistema { A; S}; ¢ia pos-
linkiy transformacija S: A — A apibréZiama israikomis: S(a) = w; ! (a),kaia € w;(A)
ir a ¢ U,(jzi)w;j(A)(taSkas a yra w; veikimo zonoje; ¢ € {1,2,...,N});S(a) =
wi_t '(a), kai a € w;, (A)Nw;,(A)N.. .Nw;, (A), (taskas a yra bet kurios i§ transformacijy

i, veikimo zonoje; i, € {1,2,...,N},t =1,2,...,7).

3. Dinaminés sistemos { A; S} veikimas praplemamas i visg erdve R?, t.y., konstruo-
Jamas jos pletinys {R?; S5}. Transformacija S: R2 — R2 nusakoma lygybe S(P) =
w; (P) kai tagkas P(P € R?) priklausow; (i € {1,2,..., N}) veikimo zonai.

4. Zinant, jog IFS atraktorius A patenka | stamakamm D t.y., A C O C R? pastarojo
taSkams P skaiciuojamos jy orbitos — {SO"( )}3_,; ¢ia S — tiksliniai apibréZtas orbitos
tasky (iteraciju) skaicius.

5. Parenkamas pakankamai didelio spindulio R skritulys, talpinantis savyje stadia- .
kampi, (1. Skritulio centras, daZniausiai, tapatinamas su statiakampio simetrijos centru
(tasku O). Jeigu d(SOS(P) O) < R, t.y., tasko P € 0 orbita nepalieka skritulio, tai da-
roma iSvada, jog taSkas P priklauso atraktoriui A, prieSingu atveju (d(§0g’(P), O) > R)
~-P ¢ A.

Pagrindiné kliutis, dél kurios pabégimo laiko algoritmas iki $iol néra adaptuotas
fraktaliniy vaizdy, tapatinamy su IFS atraktoriais, sintezei, yra $i — néra kriterijaus,
igalinanCio nustatyti afiniujy transformacijy, kuriy bazéje konstruojamos dinaminés pos-
linkiy sistemos ir jy plétiniai, veikimo zonas. Tiesa, specialioje literatiiroje uZsimenama
apie Sios kliities paSalinima. PavyzdZiui, visi§kai nejungiosioms IFS afiniyjy transfor-
macijy veikimo zony atskyrima sitiloma atlikti tiesiy pagalba [5]. Taciau, kiek Zinoma,
bandymai eiti Siuo keliu nebuvo sékmingi.

Zemiau pateikiama nauja ir praktiSkai igyvendinama afiniyjy transformacijy vei-
kimo zony euklidingje plokStumoje atskyrimo strategija (kriterijus), leidZianti pritaikyti
pabégimo laiko algoritma fraktaliniy vaizdy (IFS atraktoriy) sintezei.
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4. Afiniyjuy transformaciju veikimo zonu nustatymas

Tarkime, kad {R?; S} yra su IFS {R2; w;,ws, . .., wn} susietos dinaminés poslinkiy sis-
temos { A; S} plétinys i erdve R2. Kaip jau buvo minéta anks&iau, transformacija S bet
koki taska P € R? atvaizduoja i nauja taska P; = S(P) = w; ! (P), kai taskas P pri-
klauso transformacijos w; (1 € {1,2,..., N}) veikimo zonai. Teorine prasme, afiniyjy
transformacijy veikimo zony atskyrimui puikiai tinka kriterijus

KRIT = ' i(A))/si} = 1 d( P,
IT ie{lrg}_r}',N}{d(P,w( ))/si} ie{lr’g}g’m{ (Pi, A)}

(indeksas 7, suteikiantis kriterijui KRIT minimalia reikSme¢, nurodo afiniaja transfor-
macija, kurios veikimo zonoje yra taskas P). Deja, praktiné Sio kriterijaus realizacija
sudetinga, kadangi néra Zinomas IFS atraktorius A.

Formalizuokime pabégimo laiko algoritma. Imkime sutvarkytyjy indeksy rinkiniy
aibe I(3) = {(i1,%2,...,39) i, € {1,2,...,N}Lk = 1,2,...,9}. Akivaizdu,
jog aibés I(3) elementy skaifius lygus N°. Fiksavus aibés I(J) elementa (rinkini)
(i1, %2, ...,ig), bet kuriam taskui P € R? galima uZradyti jo orbita (seka), susidedan&ia
i§ & tasky, bitent: {Piu P‘il,izv ceey P‘il,iz,...,‘ig}7 kur P‘i1,i2,---,ik = (wi_kl ©0...0 wi—zl o
w;, 1)(P), su visais k € {1,2,...,3}. Pagaliau, teisingai parinkus skritulio, talpinan&io
savyje staciakampi [ (A C 0), spinduli R bei iteracijy skaiciy &, galétume teigti, jog
taSkas P (P € [J) priklauso IFS atraktoriui A, kai

dmin = min {d(Pil,‘ig,...,’ig7 A)I(Zlv i27 ceey 7’9‘) S I(g)}
= d(Pisi9,...i5,A4) < R; (1)
prieSingu atveju (dpmin > R), P ¢ A. Aisku, kad rinkinys (i7, 3, ...,t%) € I(S) ati-
tinka atveji, kai kiekvienam orbitos {S°"(P)}>_, taskui yra tiksliai fiksuojama afinio-
sios transformacijos veikimo zona.
Kadangi diam(A) << R, tai (1) salyga galima perraSyti taip:

dmin = min {d(P'il,‘iz,...,‘ig) O)I(’Ll, 19, ..., 'ig\,) € I(Q‘)}
= d(Pios,...,i2,0) < R. (2)

Tiesioginé $io formalaus poZiiirio realizacija yra problematiSka, kadangi didéjant ite-
racijy skaiciui S, aibés /(<) galia gana spar€iai auga.

Zemiau pateikiamas originalus IFS sudarancCiy afiniyjy transformacijy veikimo zony
erdvéje (R?, d) atskyrimo (tuo paciu, (2) salygos praktinio igyvendinimo) strategija (kri-
terijus). Sidilomo kriterijaus esmé — su bet kuria reikSme k (k € {1,2,...,5}), nuo-
sekliai formuojamos orbitos taSkas Pis ic, .. ie priklauso transformacijos wie (i34, €
{1,2,..., N}) veikimo zonai, jeigu:

fetts .- bipr € {1,2, .. N}}

iksa, .- iker €{1,2,.. .,N}}.(3)

min {d(P‘i‘i’,...,iz,ik_*_l,...,‘ik+-r7 Pi?_,---;'iZ)

:mln{d(Pi‘l’,...,i2+1,ik+2,...,ik+r7 Pig,...i2)
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Kitaip tarus, orbitos taSky patekimo { vienos ar kitos afiniosios transformacijos veikimo
zona nustatymui siiiloma naudoti “r Zingsniy j prieki” strategija (2 < 7 < N). Si strate-
gija grindziama dviem faktoriais (nesunku irodyti):
— bet kuriam erdves taskui P € R? ir jo vaizdui P; = w;'(P) (i € {1,2,...,N})
teisinga nelygybé

d(P;,P) 2 d(P,A)-(1—s)/s, s=max{s;]i=1,2,...,N},

leidZianti daryti iSvada, kad taskui P tolstant nuo atraktoriaus A, atstumas tarp
tasky P ir P, taipogi, didéja;

— su bet kuria reik§me k (k € {1,2,...,3 — 1}), teisingas sarysis (iSplaukia i§ (1)
salygos)

d(P1.°i2, ,%’A)
_mm{d(po s, ,S,A)I(i‘l’,...,iz,ikﬂ,...,ig)61(8)},

teigiantis, jog tasko P € O orbita {S°™(P)}S_, galima formuoti nuosekliai.

Sialomo kriterijaus ((3) iSraiS§ka) privalumas tas, kad formuojant staciakampio [J C
R? tasky P orbitas, nereikia atlikinéti pilnojo perrinkimo — pakanka apibréZti visas ga-
hmas afiniyjy transformacqu superpozicijas w;, 112’ i R? — R? kur w;, lt.z i (P) =
(wilo. ow, Low; 1)(P) ik € {1,2,. N} k=1, 2,...,T,Iir jas véliau naudoti
krlteruaus ((3) 1sralska) reikSmiy apska1c1avimui. Pastebésime, jog bendras tokiy super-
pozicijy skaiCius lygus N7. Biitina pabréZti, kad sitilomas kriterijus ((3) iSraiska) gerai
“dirba”, kai IFS sudaran¢iy afiniyjy transformaciju w;, 2 = 1, 2, ..., N, suspaudimo koe-
ficienty reikSmés néra stipriai i§sibarste (|s; —s;| < A,4,5=1,2,...,N; A =0-0,2).
PriesSingu atveju, sintezuojamy fraktaliniy vaizdy kokybés pagerinimui, pries taikant kri-
terijy ((3) isSraiSka), reikty ivesti atstumo d(P,o i P), (3%,13,...,1%) € I(3), nor-
mavimga, priklausomai nuo afiniyjy transformacuu panaudojimo daZnio. Detaliau $is at-
vejis straipsnyje nenagrinéjamas.

Sudarytasis afiniujy transformacijy veikimo zony nustatymo kriterijus bei atskirai
fraktaliniy vaizdy klasei (IFS atraktoriams) adaptuota pabégimo laiko algoritmo versija
realizuoti programiSkai (programavimo kalba C#.NET; Rokas Valantinas, Informatikos

mokslo magistras).

5. ISvados

Zinomi ivairus fraktaliniy vaizdy, tapatinamy su iteruotyjy funkcijy sistemy (IFS) atrak-
toriais, sintezés algoritmai (determinuotasis, atsitiktiniy iteracijy, pabégimo laiko). Pats
universaliausias yra pabégimo laiko algoritmas, kuris daugiausiai taikomas netiesiniy at-
vaizdZiy, veikianCiy kompleksinéje plokStumoje, analizei ir vizualizavimui. Deja, IFS
atraktoriy sintezei Sis algoritmas iki Siol néra pilnai adaptuotas. PrieZastis — sudétingas
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ir pakankamai keblus IFS sudaranciy afiniyjy transformacijy veikimo zony euklidinéje
plokStumoje nustatymas.

Straipsnyje pateikiamas naujas originalus afiniyjy transformaciju veikimo zony at-
skyrimo kriterijus, leidZiantis pritaikyti pabégimo laiko algoritma fraktaliniy vaizdy (IFS
atraktoriy) sintezei. Kriterijus grindZiamas dinaminés poslinkiy sistemos, susietos su IFS,
nuoseklaus realizavimo principu.

Atlikta programiné sudarytojo kriterijaus ir adaptuotos pabégimo algoritmo versijos
realizacija. Preliminarts eksperimento rezultatai patvirtina teoriniy samprotavimy teisin-
guma,
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Synthesizing fractal images by means of shift dynamical systems

J. Valantinas, R. Valantinas, T. Zumbakis

In this paper, the adaptation problem of the time escape algorithm to the special class of fractal
images (attractors of iterated function systems) and the necessary mathematical context are ana-
lysed. A new original idea for the practical implementation of shift dynamical systems, used in
synthesizing fractal images (attractors), is proposed.



