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Parabolinio tipo II rusies (¢, &, n, g, A)-struktiiros
dualiyjy metriniy 4-maciu erdviuy hiperpavirsiuose

Angelé BASKIENE (SU)

el. pastas: baskiene @fin.su.lt

Tarp afinoriniy struktiiry gerai Zinomos beveik dvigubos ir beveik kompleksinés struktiiros,
kurias lyginio matavimo daugdarose apibréZia afinorius F,tenkinantis salyga F'? = w =
+1.

Beveik kompleksinése daugdarose (w = —1) galima nagrinéti Ermito ir Kelerio met-
rikas. Siy metriky hiperbolinius analogus nesunkiai galima apibrézti beveik dvigubose
daugdarose (w = 1). Tuo tarpu beveik dualiosiose daugdarose, kuriy struktiirinis afino-
rius F tenkina salyga F? = 0, parabolinius Ermito ir Kelerio metriky analogus viena-
reik§miskai apibréZti negalima. Matematinéje literatiiroje buvo méginimy apibréZti be-
veik dualiosiose daugdarose ivairias metrikas [2]. Siame darbe bus nagringjama dualioji
erdve su tam tikra B-metrika. Tokios erdvés hiperpavir§iuose, normalizavus juos norma-
liniu vektoriumi, indukuojasi parabolinio tipo II rigies metriné (&, £, 7, g, A)-struktiira
[1]. Struktiiros savybes priklauso nuo hiperpavir§iaus pobudZio. Rastos diferencialiniy
lyggiy sistemos funkcijos, apibréZiancios hiperpavirSiy, atZvilgiu, kurios reidkia biitinas
ir pakankamas salygas, kad struktiira turéty norimas savybes. Pateikta tokiy struktiiry
pavyzdziy.

Tarkime, jog turime dualiaja 4-mate erdve X4(z%), o, f8,... = 1,2,3,4, kurios
struktlrinio tenzoriaus F' matrica turi kanoninj pavidala

0 010
0 0 01
By _
(F“) 10 00 0 M
00 0O
Joje panagrinékime nulinés signatiiros B-metrika G, kurios matrica yra
0 010
0 0 0 1
G =
0100

Sie tenzoriai tenkina salygas

FF] =0, F)Gy5=Fop=Fp,. 3)
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Hiperpavir$iy Xy C X, apibrézkime lygtimi
o= faY), ab,...=1,2,3.

Jo lietiamieji vektoriai B, turi koordinates BY = 63 + 63 fa, &ia fa = 2&.
Hiperpavir§iaus normalinio neizotropinio e-vienetinio vektoriaus C koordinates C

randamos i3 sistemos G4 BICP = 0, GopC*CP = ¢ = +1:

C{~fs5,1,~fi,—f2}/V2IN], N=fifs—f2#0, sgnN =e. 4)

Jei hiperpavir$iy normalizuosime $iuo vektoriumi, jame indukuosis parabolinio tipo
II risies (¢, &, n, g, A)-struktara [1], kurios komponentés A%, €%, Moy Gab, A gaunamos i$

lygciy sistemos

F(B.) = By +n.C, F(C)=¢B.+XC, gu=GapBB’:
=i fs Nifs

g3 s

2N 2N 2N
@ =] s 1 A |
2N 2N 2N

0 0 0 ) (5)
20 S B N N ) -3 1 1+ f
S{ff~ lrfl 'Z/r‘} \/mv Na (E\/lerE\/QINI’O)’ ’\—_QIVB')
0 fi 1
(gar) = | L 2f2 f3
1 f3 0

Sie tenzoriai tenkina struktiiros aksiomas [1]:

b y 1 o
Ohop = =€, GLE = =N e = —Mjay E%a = =2,

. } (6)
_{/ub&j = &MNa, ¢(:gbc = ¢uc = ¢cu~
I3 (5) nesunku surasti tenzoriaus ¢, matrica
1 0 0
(¢a)=10 1 0 @)
0 00

018 Gauso lygciy — hiperpavirsiaus Rymano sieties ir asimptotinio tenzoriaus komponen-
tes

1 f3fub 2 —fub 3 flfab ] _ Efal,
w=Sn 0 Tw=55 Te=T%y he= 2[N|’ ®
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Pasinaudoje formulémis (7), (8), (5), randame tenzoriaus ¢,y ir kovektoriaus 7 kova-
riantines iSvestines metrikos g Rymano sieties atZvilgiu:

Vapin = -2l V.81, = %z%‘m, Vaprs = — 8

2N 2N
fon 9
Vaugos = 3%, Vi = 4, N = fifs — f2;
2 2
vu — frrl(1+f3)—2an3+Nuf3’ V o = f02(1+f' )"Na’
Uhl 2 r——-lela all /———2|le! (10)
Vs = f«z3(1+f‘i), N, = gz_l\‘/‘

VAN

Toliau randame

—N1 — faNa + 2N fap

Vine — Vo = 3 s
V2|N| an
v 2N f33 — N3 f3 Ny
M3 — Vam = ———=——, Va3 —Viny = ——;
V2|N| V2|N|
2f12(1+ f2) = N1 + faNp =2
Vins + Vany = fi2(1+ f3) - Ny 3f3 2 f32’
| 2f13(1 + f3) ?f“}(} 2N f.
+ f2) + faN; —
Vins + Van = = 2 ___333 = (12)
2f23(1 + f2) 2“1VvI
+ j—
Vans + Vane = faa(1 1 J5 2,

VINT

Tarkime, V ,ny+ V1, = 0. Tuomet i§ (12) ir (10) gauname, jog fu», = 0. Atvirki€iai,
Jeigu fo;, = 0, tada Vo1, + V7, = 0. Nesunku patikrinti, jog dél (9) idraisky Ve = 0
tada ir tik tada, kai f,, = 0. Analogiskai dél (10) formuliy reikalavimas V, 7, = 0
ekvivalentus lygybei fu, = 0.

Teorema 1. Parabolinio tipo (¢, €,n, g, \)-struktiirai (5) metrinés dualiosios erdvés X4
hiperpavirsiuje X3 ekvivalentiis tokie teiginiai:

1) afinorius ¢ yra kovariantiskai pastovus metrikos g Rymano sieties ativilgiu
(Vatbﬁ = Vo = 0);

2) vektorius ny, yra kovariantiskai pastovus (V€% = Vamp = 0);

3) vektorius £* yra Kilingo vektorius (V,np + Vine = 0);

4) hiperpavirsius yra hiperplokstuma (fop = 0).

Toliau tirsime (¢, £, 1, g, A)-struktiiros (5) integruojamuma ir normaluma.
I8 (5), (8) randame afinoriaus ¢ Nijenhuis’o tenzoriaus

N, = ¢2Vadp — ¢EVad? — 63 (Ved — Vid?)
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komponentes:

f3 (faNs(1+ f3) — fasN(1+2£3))
4N3 ’

N113 = —f3N123 ==

Ny = %}3, P=fi~ hf§ +2hfs,
_ 2

NI, = —f;N2, = B (fst334N§V3(1 +13)) ’
Ng, = LN ;A’;Lfs) +ILP (13)
NL = —f3(14 f3)(N1+ f3Np)+ fsaN (2N + f1 f3) =2N fsN3+2f2N(fis+ f3 f32)

12 = N ,
N2 (14 f3)(N1 + f3No) + 2NNz — N f1 faz — 2fsN(f31 + f3f32)

2 = NE ,

. —P(Ny+ fsN3) = 2N f1N3s + f1fa3 + 2f1 faN13 — 2fsN(2N — f1f3) fa2
Mg = 4N3 )

Afinoriné struktiira vadinama integruojama, jei N3 = 0. I3 (13) gauname bitinas ir

pakankamas (¢, £, 7, g, A)-struktiiros (5) integruojamumo salygas:

fzz =0, N3 =0, N1+ faNa = 2f3N fi13 =0,

ON
N=Ffifs—fa, No= oyt

arba
fsz =0, fiafs — fa3 =0,
(14)
f3(fi1 = fa2) + fr2(ff = D)+ ha (i + 2fafs = ff}) =0.

I§ (11) iSplaukia, jog biitinos ir pakankamos salygos, kad kovektorius 7 biity gradien-
tas, taip pat yra (14).
Parabolinio tipo (¢, £, 7, g, A)-strukttira vadinama normaliaja [1], jeigu

S =NG =& (Vem — Vine) =0,
Sev = ¢ (Vamp — Vina) — $5(Vane — Vena) + Vedny — Vadne = 0,
S¢ = €4(Ved — Vag) + $eVat® +AVeE* =0,

Se = €4(Vena — Vane) + ¢2Vak — AV A = 0.

I8 (13), (11), (5) randame tenzoriaus S%, komponentes:

~f3 (fsN3(1+ f2) — 2f3 N fs3)

‘5'113='_f33%3= 8N3 ’
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—f3PNs + 2N f3(2fs — f1f3)fss _
8N3

—f3 (23N fs3 — N3(1 + f3))
8NN3 )

S:Ii:; = f S:2;3i

Szl’a = -fssga =

Tarkime, jog S% = 0. Tuomet prilygine nuliui apskaitiuotas tenzoriaus Sg, kompo-
nentes, gauname, jog faz = Na = 0. Siy salygy ir pakanka, kad S¢; = Sg; = 0.
Jei fa3 =0, N3 =0, likusios tenzoriaus S% koordinatés turi paprastesni pavidala:

f3(L+ f2)(2f3N fizs — Ny — faNa)
8N3

P(2f3N fis — N1 — faN,)
8N3 )

Sty = = —f25%,,

Sl2 -

I8 gia S% = O tada ir tik tada, kai i8sipildo (14) salygos.

Kai S% =0, po elementariy skai¢iavimy i§ (5), (11) gauname, jog S5, =S¢ =S5, =
0. Vadinasi, salyga S¢, = 0 bitina ir pakankama, kad (&, £, 7, g, A)-struktira (5) buty
normalioji.

Teorema 2. Parabolinio tipo Il risies (¢,€,n, g, A)-struktirai (5) dualiosios metrinés
erdves X4 hiperpavirSiuje X3 ekvivalentiis tokie teiginiai:

1) struktiira integruojanioji (N% = 0);

2) struktira normalioji (S¢ Scb =5¢=5,=0);

3) kovektoriusm - graa'wntas (Voo — Vone = 0);

4) hiperpavirsiy X3 apibréZianti funkcija f randama i§ (14) diferencialiniy lygéiy
sistemos.

Hipersfera 2123 + 2224 = cir hlperplok§tuma Ar! + B2?2 4+ Cz® + Dz* + E=0
tenkina $ios teoremos salygas. Be minéty hiperpavir$iy teoremoje iSvardintas savybes turi
hipercilindrai z* = u(z!) + v(z?). Ciae, A, B,C, D, E - pastoviis dydZiai, u, v — bet
kurios vieno kintamojo funkcijos.

IeSkosime parakontaktiniy, parasasakiniy struktiiry 3, 4] paraboliniy analogu. I3 (7),
(9), (12) randame biitinas ir pakankamas salygas, kad (¢, £, 1, A)-struktiira (5) bty para-
boliniotipo beveik parasasakiné struktiira, t.y., kad Vanp+Vne =2a@ap, o = const #0:

fi=const, fi1(142f3) — f22(24f3) =0, fr2(1+2f2) — fafa2 =0, (15)

_ 22+ 1) = fshro
V2IN|

I8 (11) formuliy matome, jog tokias pat biitinas ir pakankamas salygas gauname
prijunge reikalavima, kad 7, bity gradientas (Vamp — Vena = 0). Vadinasi, jeigu
struktira yra parabolinio tipo beveik parasasakiné struktiira, tuomet Vo7, = adap,
o = const # 0, t.y., ji yra paraboliné parasasakiné struktiira.

= const # 0.
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I3 &ia i3plaukia, jog paraboliniu atveju neegzistuoja beveik parasasakiniy (¢, £, 7, g, A)-
struktiry (5), kurios nebiity parasasakinémis. Kadangi n Adn = — ﬁdml Adz? Adad,
Sios struktiiros néra kontaktinés, nes fz3 = 0. Tie faktai parabolinj atveja skiria nuo
elipsinio bei hiperbolinio atvejy, kur beveik parasasakinés ir parasasakinés struktiiros yra
biitinai kontaktines.

Kadangi i§ (15) i$plaukia (14) formulés, paraboliné parasasakiné struktiira yra norma-
lioji, integruojamoji, be to, jos 1-forma 1 = n,dz® yra uzdara.

Panagrinékime hiperpaviriy X3 C X4, kurio asimptotinis tenzorius tenkina salyga

hab = BGab + pnums, [ = const, u — bet kuri funkcija. (16)

Tarp tokiy pavir3iy yra hipersfera (u = 0, B = const # 0), hiperplok§tuma (p =
£ =0).

I$ (8), (5) nesunku rasti batinas ir pakankamas salygas, kad hiperpavir$iui galioty (16)
lygybe:

f33=0, faz=fafi3, fu1= f2(fa2—2f2f13),
fiz = fifiz — fa(fa2 — 2f2f13), amn

B = \;£|1—]3\’| =const, p=¢(fao—2f2f13)V2|N|, N = fifs— fo.

I8 (17) matome, jog hiperpavir§iuje, kurio asimptotinis tenzorius tenkina (16) lygybe,
1-forma n néra kontaktine, todél kai 8 # 0, p # 0, hiperpavir§ius (16) vadintinas beveik

parakontaktiniu umbiliniu hiperpavir§iumi.

Kadangi i3 (15) lyg¢iy iSplaukia, jog (17) formulése 8 = €2|1;\I| = 0, hiperpavirius

X3 C X4 su parabolinio tipo parasasakine struktiira negali biti beveik parakontaktinis
umbilinis hiperpavirSius.

Kai 8 = 0, i§ (17) lyg&iy randame batinas ir pakankamas salygas, kad hiperpavir§iaus
X3 asimptotinis tenzorius tenkinty salyga hap = pnaMp:

fs =const, fi + fofs = d = const.

I8sprende Sig diferencialiniy lyg€iy sistema, gauname visus hiperpavirius, kuriy
asimptotinis tenzorius tenkina (16) lygybe, 0 8 = 0:

z* = cz® + D(2', 2?).
Cia ¢ = const, D randama i§ lygties ¥(D — d - z',¢D — d - z%) = 0, o ¥ - bet kuri
dviejy kintamyjy funkcija.
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Parabolic (¢, &, 7, g, A)-structures of second kind on hypersurfaces of
dual metric 4-dimensional spaces

A. Badkiené

Parabolic metric (¢, £, 7, g, A)-structures of second kind on hypersurfaces of 4-dimensional
dual metric space and its properties are investigated. Some examples of normal, integrable parabolic
metric structures of second kind are given.



