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Apie keturmacio toro ergodinius endomorfizmus
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Pirmuose dviejuose $ios serijos straipsneliuose [1] buvo jrodyta teorema apie keturma-
&io toro transformacijy tolygy pasiskirstyma. Tai analogis$kuy D. Moskvino rezultaty [2]
dvimadiam ir trimaciam torams apibendrinimas specialiu biidu sukonstruotam pavirSiui
erdvéje R?,

Zymékime Q = Q4 keturmati tora, t.y., aibe taSky

w=(l'1,fl32,.’133,$4), 0z < 1, 7;'—'1,2,3,4,

su pakoordinaciui apibréZta sudéties operacija (mod 1) ir Lebego matu p.
Atvaizdavimas T: © — ) apibréZiamas

T =zV (mbd 1),

¢ia V yra kvadratiné nei$sigimusi matrica su sveikais elementais.
Tegu Q = [a1, b1 x [ag, bo] yra statiakampis plok§tumoje R2. Jame apibréZtos dvi
funkcijos z = ¢ (z, y) irw = p2(z, y), (z,y) € Q. Tada vektorius

£ = (Il?, Y, ‘Pl(z, y)? ‘102(1:’ y))

apra3o pavirSiy I erdvéje R4
Pavir§iaus komponenéiy kreivis yra isreiSkiamas dydZiu

- (pilz:c : Soilyy - (99:/131)2
(L4 (p5e)? + (¢y))*
Reikalavimai pavir3iui I idreigkiami dalinémis i¥vestinémis ir kreiviais K. Reikala-

vimai matricai — charakteringojo polinomo ir (arba) charakteringuju Sakny savybémis.
Primename pagrindini [1] rezultata.

i=1,2.

1 teorema. Tegu paviriaus T' komponenciy Gauso kreiviai K, ir K tenkina salygq
K - K3 > 0. Tegu funkcijos @1 (x, y) ir pa(z,y) turi dalines iSvestines iki trecios eilés
imtinai srityje Q. Jeigu matricos V charakteringasis polinomas turi skirtingas realigsias
Saknis ir yra neredukuojamas racionaliujy skai¢iy kine, tai beveik visiems Lebego mato
K2 prasme taskams (z,y) € Q seka

{(f"ay’ﬁol(z»y),sﬂz(m,y)) Vm}, m=1,2,...

yra tolygiai pasiskirsc&iusi erdves R* vienetiniame kube [0, 14
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Siame darbe matricos V charakteringasis polinomas gali bati redukuojamas racio-
naliyjy skaiciy kiine. Suformuluojame pagrindini io darbo rezultata.

2 teorema. Tegu pavirsiaus T komponenéiy Gauso kreiviai Ky ir K3 tenkina sqlyga
K, - K; > 0. Tegu funkcijos i (x, y) (i = 1,2) turi apréZtas dalines ivestines iki trecios
eilés imtinai. Jeigu matricos V charakteringosios Saknys yra skirtingos, tai beveik visiems
Lebego mato g prasme taskams (z,y) € Q seka {€-V™}, m=1,2,..., yra tolygiai
pasiskirsciusi erdves R* vienetiniame kube (0, 1]4

[rodymas. Matricos V charakteringasias 3aknis Zymekime 6;, o jas atitinkanius charak-
teringuosius vektorius w; = (w;1, Wiz, Wi3, wig), 1 =1,2,3,4. Siuo atveju vektoriai w;
gali turéti racionaliasias komponentes. Tada kokiam nors vektoriui 1 su sveikomis kom-
ponentemis gali biti (w; - m) = 0. Todél irodymui negali biti naudojama lema 5 i§ [1]
ir reiskinio Ky (Zr. [1], II, p. 107) ivertinimas néra teisingas.

Charakteringieji vektoriai w; sudaro erdves R* baze. Todél kiekviena vektoriy
V™ € R? galima i8reiksti

4
V™ = E ('vila:l + vi0Tg + VizT3 + '01'4174) . 0;"’(.0,',

=1
&ia vy yra realieji skai€iai, apibreZti matricos V' pagalba (Zr. [1], II, p. 106).
[veskime kintamujy z1, 22, 23, 24 tiesines formas
4
Dy(z1, 22, 23, 24) =Zvik'(wi'm)'zi7 1<:1<4. )
=1

zymékime sutrumpintai

Dy(m) = Dy (67,65, 65, 6")-
Pergrupavus démenis ir naudojant (1) gauname

m - V™ = Dy (m)z1 + Da(m)z2 + D3(m)xs + Da(m)zs.

m
), m 2 2.

Kadangi vy, ir wik (6, k = 1,2,3, 4) yra racionalieji skaiCiai, tai galima rasti toki laipsnio
rodiklimy ir tokia konstanta co, kad i3 nelygybeés

Tegu |6:] < |62] < |63 < |64 Pazymekime

m m

62

61

63
6,

b4
03

, y

d=d(m)= 1—1— max(

nm

Ima| + |ma| + |ms| + Ima| < d(m) @)
i§plaukia ivertis

IDk(m)| > colfsl®, m=mo, 1<k<4 3)
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Pasinaudosime Zinomu E. Titchmarch [4] rezultatu (Zr. taip pat [S]).

Lema. Tegu stadiakampyje Q@ C R? yra apibréZta reali funkcija f(x,y) su apréitomis
dalinémis iSvestinémis iki trecios eilés imtinai. Jeigu pavirSiaus (z,y, f(x,y)) kreivis
nelygus nuliui, tai teisingas ivertis

I(z) = // exp(2mizf(z,y)) dedy = o(z7173).
Q

Kadangi tiesinés formos D4(z1, 22, 23, 24) tapatingai nelygios nuliui, tai galime
apibreZzti funkcija

f(fl:, y) = g:gz; T+ gjg:; 'y+<P1(1’,y) +‘P2(xay)1

tenkinan&ia visas lemos salygas. Naudojant lema ir f(z,y) savybes, nesunku isitikinti,
kad galioja nelygybe

/ / exp(2mi(m - €V™)) dz dy < c1|Da(m)| ™, @
Q

jei tik

|m1| + |me| + |ma| + |ma| < ¢164|, c1 = const,

ir galioja (3).
I3 Cia gauname, kad bet kuriai funkcijai g priklausan¢iai Korobovo klasei (Zr. [3])
E$(e), a > 1, galioja ivertis

é [atevmyazas = 0@ [ o aa+0( |67 |+3 e )

-m/3 1
p2(Q) /94 g9(z) dx + 0(104 |+ (d(m))a—l)
u2(Q) / g(z)dx + O(e')“’m),

Q4

¢ia

_ { 1, jeigu mg =0,
my = ..
|mg|, jeigu my #0,
Ao = const, 0 Z' reiSkia sumavima pagal visus vektorius mn, tenkinancius nelygybe
|mi| + |ma| + |m3| + |ma4] > d(m).

Tolesnis irodymas sutampa su 1 teoremos i3 [1] irodymu.
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3 teorema. Tegu pavirsius T tenkina anksciau nurodytas salygas. Tegu matrica V =
llas;|| yra diagonaliné ir ai; = a > 1. Tada lieka teisingas 2 teoremos tvirtinimas.

[rodymas. Turime

EV™ = (2,9, 01(z,), p2(x,¥)) V" = ™ (2,4, 01(2, 9), ¢2(2,9))-

I3 (4) nelygybés gauname

// exp(2mi(m - €V™)) dzdy < cea” ™3, ¢y = const.
Q
Tolesni samprotavimai sutampa su 2 teoremos irodymu.
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About uniform distribution of four-dimensional torus

B. KryZiené, G. Misevicius

Results on the uniform distribution of ergodic endomorphisms on the four-dimensional torus
are obtained. They extend previous results [1] for the case when the characteristic polynomial of
matrix V' may be reducible.



