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Asimptotiniai skleidiniai didZiuju nuokrypiu
lokaliojoje teoremoje

Rimantas SKRABUTENAS (VPU)

el. pastas: rimantas.skrabutenas @vpu.lt

Uzbaigdami straipsniy serija [4—8], kurioje nuosekliai atsakome i Piety Afrikos matema-
tiko J. Knopfmacherio monografijoje [1] iskeltus klausimus (Open Questions), pateikia-
mame straipsnyje irodysime patikslinta didZiyjy nuokrypiy lokaliaja ribing teorema mul-
tiplikatyviosioms funkcijoms, apibréztoms J. Knopfmacherio ivestoje specialioje pus-
grupéje G.

DidZiyjy nuokrypiy lokaliaja teorema multiplikatyviosioms funkcijoms pirmasis
irodé E. Manstaviius [2]. Savo ruoZtu, asimptotinis pagrindinio nario skleidinys didZiujy
nuokrypiy teoremoje multiplikatyviosioms funkcijoms pirmg karta buvo gautas auto-
riaus straipsnyje [3]. Darbe [8] parodéme, kad, kai multiplikatyvioji funkcija apibréita
minétoje specialioje pusgrupéje G, didZiuju nuokrypiy teoremos analogas i§laiko visus
specifinius, natiiraliyjy skaiiy pusgrupei nebidingus momentus, kurie jau i3rySkéjo dar-
buose [5-7].

Trumpai priminsime tiriamosios multiplikatyviyjy funkcijy klases M (G) apibréZima
ir svarbiausius Zymenis (detaliau Zr. [6-8]).

Adicine aritmetine pusgrupe G generuoja skaiti pirminiy elementy p aibé P. Visiskai
adityvioji (laipsnio) funkcija 6: G — N U {0} yra tokia, kad, su kiekvienu p € P,
8(p) > 1 ir egzistuoja tokios konstantos A > 0, ¢ > 1, 0 < v < 1, kad galioja aksioma

G (n):=Card{a € G;6(a) =n} =Aq" +0(q"").

APIBREZIMAS. Multiplikatyvioji funkcija g: G — R priklauso klasei M (G), jei su
visais galimais v € R yra tenkinamos salygos

1=nl)(\ +p(0), veR, 121, n)= > 1.
PEP, §(p)=L, g(p)=v pEP, 5(p)=l

Cia A, € [0, 1] - konstantos, 0 p, (l) — lickamieji nariai. Be to, pv(l) =: C,(I)l=* su
konstanta a > O ir (tolygiai su visais ! > 1) konverguojancia eilute ), |C(1)].
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Svarbesni Zymenys: k =0,1; A := Viogn.

xi = xe(t) = 5 A|v|tsgntv;  Eyji= Z; Ausgnfulog? |v|;
v, v#0

v, v
= ¥ Asgntv; of= % Msgn*vlog®|v|;
v, v#0 ) v, v#0
Y = log|m| — B, m(t)= 3 Ausgn*vcos(tlog|v]);
v, v#0
; 11 L™ AN 5(»)
A=t (1__> 1o S ) gl =0
Aep\ el 71
Skaitiai to ir 7o Zymi lygtiu 7o (£) = 7o ir m (7) = —m sprendinius i¥ intervalo

[—m, 7). Nesunkiai parodoma ([3]), kad abiem atvejais téra baigtinis tokiy sprendiniy
skai&ius. Paprastumo délei &ia nenagrinéjome atveju, kai to = £7. Simbolis I(G) Zymi
pusgrupés G generuojanios funkcijos i3skirtinio nulio y = —¢~! indikatoriy.

Lokaliosiose teoremose klasés M (G) m. funkcijoms, irodytuose straipsniuose [6-8],
pagal analogija su tikimybiy teorija, buvo nuosekliai ple¢iama netrivialumo zona. Straips-
nyje [7] gautas pagrindinio nario asimptotinis skleidinys A~! laipsniais. Darbe [8] klasés
M (G) funkcijoms irodyta didZiyjy nuokrypiy lokalioji teorema. Ji i§ry$kina tolesnes ana-
logijas su ankstesniais autoriaus darbais (Siuo atveju, su [3]), kuriuose buvo nagrinéjamos
natiiraliyjy skaidiy pusgrupéje apibréZtos aritmetinés funkcijos.

Parodysime, kad pastaraji rezultata galima patikslinti, nesiaurinant tiriamyjy funk-
ciju klases. Taikydami Melino transformacijas, naudosime Zymeni fi (a,t,u) :=
|g (a) |'os(+*)+itsgn*g (a).

Teorema. Tarkime multiplikatyvioji funkcija g € M (G), o2 > 0irlog|g(a)| su visais
a € G tokiais, kad g (a) # 0, igija tik sveikasias reikSmes. Be to, egzistuoja konstanta
¢ > 0, su kuria eilutés

Z ecll°€|"“)\w Z ecllog|9(p5)|q—j6(ﬂ)’ Z ecllog [vl| |Cu([)|

v, u#0 P32, 9(p9)#0 v, v£0

konverguoja (pastaroji tolygiai su visais 1 > 1). Tada, kai |m| = nEorto()) jrn — oo,
su bet kokiu fiksuotu natiraliuojur yra teisinga asimptotiné formulé
1

vn(m) = A Card{a € G; 6(a)=m, g(a) =m}

1 k 2
sgn®mexp {)\ A€ )} ito log |m
= SmeTaE) L e )

! sgn*mexp{A?4 (&)}
— 2xn!=T (y (€0))

3 e B, (fi, 70, £0) +0O (7).

T0
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Cia B = B () yra konstanta; € := b—%\m - Eo1,

A (EO) = 7(50) —Yo— (E01 + E) ln(l ~+ £0), ¥ ({0) = Z (1 + 50)10g|u| Au,

v, v#0

o0 & yra vienintelis lygties u(z) = 0 su

u(@= Y. ((1+x)’°g'"'—1) A —€

v, v#0

sprendinys intervale (O, %ﬁ-) . PaZyméjus
0

(&o) ;
Ry (to, &) = AYE)1 H (1 — ml)_”_)" Z Je (Pjytq, 50),

Ilpl}?

pEP 320, g(p?)#0
Tk (T01€0)
~v(0) 5 i
= (-1 L9 grt- IH( 1)"“”) (=1 fi (¢, 70, 60)
2
peP il iso anso Pl

pagrindininari sudarantys déemenys Hy (fi, to, o) ir W (fx, 70, §0) uZrasomi Sitaip:

H; (fx, to, o) = R (to, o) (Z M +0 (/\—r-l) )’

s

(fk’TOa€0)— Tk To,fo (ZQ&’_(UO—MQ (/\—‘r—l))

Cia Pyj (u,to, o) ir Qk;j (u,To,&0) yra polinomai nuo u, kuriy koeficientai issireiskia
konverguojanciomis funkcijy fi (a,t,w) reikSmiy taskuose (p?,to, o) ir (p’, 7o, €0) su-
momis ir sandaugomis. Py (00, to, &) ir Qk; (00, To, &) gaunami i§ Pij (u, to, o) ir
Qxj (u,To, o) lyginius laipsnius u! pakeiiant dydZiais

(131) 2 051 (), oB(€)i= Y (1+&0)"FM A log? |y,

v, v#0

o nelyginius — nuliu.

[rodymo eigoje polinomus P (00, to, o) ir Qk; (90,70, &o) apradysime kiek deta-
liau.

[rodymas. Pirmieji Zingsniai sutampa su tais, kurie buvo atlikti darbe [8]. Trumpai juos
priminsime. Funkcijoms f (a,t,u) pritaike straipsnyje [4] irodyta teorema apie multi-
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plikatyviujy funkcijy reikSmiuy sumavima, gauname:

(A’n)Xk 1 _L Xk O fr (P’ ¢, 0)
A1” 6(%;& .0 = T IGIP<1 Ilpll> JZ:;, llpll’
(=1)" A)ICk,n—Xk—l (_1)6(11) > (= 1)3'5(17) fr (pi,t,O)
I(G S Sl S .
HG) AT (=) E(l [zl J;, el
+0 (n~*logn)
k Xk = r—1
= (I{l(nz ) hia(t )+I(G)( IAI',A( )X hi2(t) + O (™% logn) .

I§ standartinés formulés

—itloglml 3™ fy (a,t,0)dt

§(a)=n

I/n =

atlike pakeitimus t — t + to, t — 7 + 7o, gauname iraiska:

vn(m) = ngnkm-ka +0(n"*logn), j=12.
%

Je1 = z-]kl (to)s

to

e—ito log|m|

Ji1 (to) == / Lia (¢ +to) exp { M pka(t) — ity A} dt;

D1 (0)

4mnro

Jr2 1= Zsz (10)3

To

sz (To) = I(G)

(_1)" e—iTo log|m|
41 Anio

/ L2 (T + 10) exp {‘Azukl (1) —iTyeA} dr.
D2(0)

Cia Dy (0), k = 0, 1 yra nulio ta$ko aplinkos, 0

Axx(t)-1 Axk(T)
Ly (t) := mhkl(t), Lia (1) := —(——mhkz(‘r),

i (u) = xk () =0 — itEx1,  pk2 (u) == Xk (u) = Y0 = iuFEgs.

Kaip ir straipsniuose [7-8], parodoma, kad netrivialus yra tik atvejis v1 = 7o,
x1 (v) = xo (u), E11 = Eo1, ¥1 = Y0, 01 = J0-

Suformuluotos teoremos salygos igalina analizi3kai pratesti pointegralines funkcijas
Ly (t +to) ir Li2 (T + o). Kadangi lygtis u(z) = 0 nulio tasko aplinkoje turi vienintelj
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sprendini (balno taska) £o, tai, atlikus pakeitima it — z := log (1 + &)+it, kiekviename
i§ integraly i¥skiriame tuo balno tasku nustatoma daugikliexp {24 (&)}, su

AlG) =D (1+&) N\, — 50 — (Bor +€) log (1 +&o) -
v, v#0

Tada, pavyzdZiui integralo Jo; (to) atveju, gauname

e ito loglm| gy, {)\2A (50)}
4mrnto

JOl (to) = / Lkl (t+t01 £0) exp {’\2 (B (va t))} dt.

D, (0)
Cia B (6o, t) == po1 (t, &) — 2§ — A (o),

por (t.60) := D [v[* A =0 — Eorz =: xo (t, &) — % — Ear2,

v, v#0
Axo(t.go)—1
Loy (t + to, {o) = mhm (t + t0,§0) ’
1 xo(t:60) 20 fk (P’.,t, 50)
ho1 (t + to, &0) = H (1 - m) = “p”J

peEP

Liekamujy nariy integraluose J; iveriai gaunami i§ esmeés taip pat, kaip ir darbe [3],
todel ¢ia detaliau aptarsime tik pagrindinio nario i$raiska.

Teoremos salygos igalina pointegralines funkcijas skleisti Teiloro eilutémis su bet ko-
kiu fiksuotu nariy skai¢iumi r. PavyzdZiui, integralo Jo; (¢o) atveju, panaudodami pag-
rindine teoremos salyga, paeiliui gautume tokius skleidinius:

X0 (t,60) 7= 3 (1+60) o8N, = (6) +_ d; (€0) (it + 0 (I™),
v, v#0 ij=1

Axs()~1 — A1 1 3 0 (6o) it +0 (7).
Jj=1

di(€) = Y M (1+&) gy, a1 (&) :=di(%)log 4,

v, v#0
T~ (xo (t,&)) = T71 (v (&)) exp (1 + zbj (€0) (i) +O (|t|r+l) ),
j=0
Axo(tgo)=1p o (t + to, &o) := Rk (to, &o) exp { ch (€0, to) (it)j +0 (|t|r+l> }
=1

Kadangi, kai n — oo, £ — 0, tai, pakankamai dideliems n, yra teisingas ivertis
02 (&) = 02 + O (&) > 0. Todél, atlike analogiSkus skaiiavimus kaip ir darbe [3],
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aplinkoje [t| < €A su pakankamai maza teigiama konstanta &, suderinta su teoremos
salygoje aptarta konstanta c, pointegraling funkcija galésime uZraSyti pavidalu:

Loy (10g (1+&0)+ % + to,£o) exp {x\zB (Eo, ;)}

_ Ry (to, o) " Pi; (it, to, o) |¢]3r+3
T T(v (()50;)) exp {~a8 (6o) '} - {ggo by +0 ( N ) }v

kuriame pasirodantys polinomai Py; (u, to, £o) gaunami skleidZiant it laipsniais funkcija

exp {log (Lm (IOg(l + &) + %\t- +to,£o)) +X’B (go, %) } )

Atskiru atveju, Poi (u, to,0)=1,0 deg le (u, to, &) = 33.
Jrodyma baigiame pasinaudodami tapatybe

o0
[+1
/t'exp {—at®}dt = —IH—I-I‘ (i—) , a>0.
20T 2
0
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Asymtotical expansions in local limit theorem of large deviations

R. Skrabuténas

We continue investigation of the local distribution of multiplicative arithmetic functions from
the class M (G). In the present paper the local limit theorem of large deviations with asymptotical
expansion of the principal term is obtained.



