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Kai kurie judesiy grupiy keturmatéje tiesiniy
elementy edvéje L, ypatumai

Algimantas Pranas URBONAS, Virginijus MARCINKEVICIUS (VPU)
el. pastas: urbonas @vpu.lt

Darbe [2] buvo surasta pirmoji lakuna tiesiniy elementy tiesinés sieties erdviy L, judesiy
grupiy eilese, kai n > 4. Liko neitirtos maZo matavimo erdvés, t.y., erdvés Ly, L3, Lo,
L.

Siame straipsnyje ieSkoma pirmoji lakuna judesiy grupiy eilése erdvéje Ly.

Tegul Ly - keturmaté tiesiniy elementy erdve (z*,*) su tiesine sietimi Ti(z,1)
(4, 4, k=1,2, 3, 4) [1].

Objektas 1‘; yra homogeninis pirmos eilés kintamyjy I* atZvilgiu ir, pakeitus bazés
koordinates

= fi(:c") (a:k — gk(:ii)) , )
keitiasi taip
[5(2,0) = figiTH(z, 1) - fi.gfl". @

Cia ir toliau mes Zymeésime

Kaip buvo jrodyta [1], objektas I‘; erdvéje Ly indukuoja afinine sietj

. o
= g ®

Toliau diferencijavima pagal [¥ mes Zymésime tasku. PavyzdZiui, %’é— = Ay
Priminsime, kad erdvés Ly tiesinés sieties kreivumo tenzorius yra [1]

R =2 (%‘Fil +r fﬂplri’l) : @)
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Bazés transformacija Z* = z* 4 v*(z)6t yra vadinama judesiu erdvéje Ly su tiesine
sietimi, jei v*(z) tenkina diferencialiniy lyg&iy sistema [1]:

LT =0, (5)

kur £ — Lie i§vestiné pagal v*(z).
Pazyméje vi = V;v* (V; Zymi kovarianting iSvesting pagal z7) ir laikydami v* bei
u; nezinomomis funkcijomis, §ios bei (5) lyg€iy sistemy integruojamumo salygas uZra-
Sysime [1]:
LU, =0 (Q, =4(ri, —Ti.
v ik ik = 2\ ik Tki)o
LTk =0, (6)
‘gR;k = (1" ja k= 1, 27 3’ 4))
ir visos kitos lygtys gautos pastarasias kovariantikai diferencijuojant po Lie i§vestinés
enklu pagal z ir [¥ iki N-tos eiles.
Jei integruojamumo salygose yra p nepriklausomy lyg€iy ir N + 1 serija nepriklau-
somy lygtiy skai&iaus p nepadidina, tai erdvé Ly turi judesiy grupe G, kur r = 20 — p.

Kaip irodyta [2], erdvé Ly4 su tiesine sietimi I‘; turi maksimalig dvide$imties para-
metry grupe tada ir tik tada, jei

Ti(z,l) = Al (2)lF, (7
kur funkcijos A}k(m) tenkina salygas:

Ten pat [2] duotas pavyzdys, irodantis, kad $i erdviy klasé néra tus¢ia.
Teorema. Erdvé L4 negali turéti 17,18 bei 19 parametry judesiy grupiy.

[rodymas. Irodysime, kad (6) sistemoje nepriklausomy lyggiy skaitius (p > 4). Tare
priesingai (0 < p < 3), tirsime tokias (6) lygciy sistemos lyggiy serijas:

L Q;k = 0,
L F;'.k.[ =0,

g R_;kl = V.
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ParaSysime jas tokiu pavidalu:

S 1’ D AS 7’ —
v'A, (j k) +vP A, (j k) 0, (10)
s ¢ pps [t -
v'Te (jkl>+v.8Tp (jkl)_o’ (11
s L ppe [ ° -
v’ R, (jkl)+v’RP (jkl) =0, (12)
kur
A, (; k) = Vsﬂj»k + ZQ:,ngj + 29:)]’923 + 29?‘:0;;3 + QQ;k'lQiplP’ (10a)
255 ) = 0505+ e+ 510, + 2, (106)
i 1) i 1 )
Ts(j ) z) = VThy+ 205,17, — 200,T%, , — 200
-29?3 ;k'p + 2F;k-l-rQ:plp’ (l la)
i 7 s ST i 1
TI? (J k l) = _6pr;k~l + 6jrpk-l + 6krjp.1 +5frjk.p + ij.l.pl", (11b)
i ) i 1] ] i
R (j kl) = 0o Rkt + 20 Ry p ~ 205 Ryt — 20, Ry
_2929 ;k-p + 2R;k-l~rQ:plp’ (123)

I i i DS 8 i s pi s Di i
Rp(j k l) = =6 R+ 6 Ry + SRR, + 6] Ry, + Ryl (12b)

(% jyk,...=1, 2,3, 4).
Tyrimus atliksime specialioje koordinagiy sistemoje. Ja parinksime tokia, kad nag-
rinéjamame erdvés Ly taSke turétume

I'=6,. (13)

(a1, a2, a3, aq) Zymésime perstatini (1, 2, 3, 4), t.y., o # a;, jei i # j.
Pradésime nuo (10) sistemos tyrimo.
Irodysime, kad %, =0 (i # j, © # ay).

Tegul 233,, # 0. Tada matricos (10b) ketvirtos eilés minoras lygtyse ( o ),

aja a1 ag

Qs (%] a3z 1 i (3 a2 Q2 4,02 1ui 1
(al 02), o a3 ) (a: 04) prie funkcijy v32, v3?2, v32, v3? yra nelygus nuliui. Tai

prieStarauja miisy prielaidai, kad 0 < p < 3, todél Q52,, =0.
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Jeigu Q92 # 0, tai ketvirtos eilés minoras sudarytas i§ koeficienty lygtyse

304
o [e3) a3 Qa4 1 11 (o3} [e3)) o3 Qyq
(tla a‘l)’ (03 CM), <013 a4>, (03 a4> prie fUnkcqu ’Uaz, UC"Z’ v¢¥2’ vaz yra nely-
gus nuliui. Taigi, visos komponentés pavidalo g2, = 0. Irodysime, kad ij =0

Paeme koordina&iy transformacija, nekei¢iancia (13) ir tokia, kad f52 = ¢, gg3 = —t,
kiti ff = &%, g% = 6; i§ Q2 = 0, gauname:

e 2
Qgiaz = Qgiaz +1 (ngaz - Qg::aa) -t ngola =0.

Pastaroji lygybe teisinga visiems ¢, todel Q52,, = Qg2 . AnalogiSkai, i3 Qggq =0

i$plaukia Q32,, = Q32,,- Gautos pereinamybes leidZia teigti, kad tenzorius Uy, bet

kokioje koordina¢iy sistemoje (kai 0 < p < 3) turi struktira:
Qb = 6 — 69 + I'Qyi, (14)
I3 (14) ir £ Q% = 0 bei Lie iSvestinés savybiy gauname:

L£LQ=0, (15)
L Q=0 (16)

CiaQ;irQ ik yra tenzoriai atitinkamai nulinés ir minus pirmos homogeniSkumo eilés.
UzraSykime (16) lygtis pavidalu:

v* (Vi — 200 Qi — 208 Qjp + 2052, 1P)
0P (85 Qpk + 63 Qp + Qjrpl®) = 0. (17

[rodysime, kad jei 0 < p < 3, tai ;5 = 0.

I8 tikryju, jei Qa,aq # 0, tai (17) lygtyse (a12), (a103), (e104), (10204) prie
funkcijy vg?, vg?, va?, Vgl esantis 4 eilés minoras nelygus nuliui, todél 24,4, = 0.

Jei Qayas # 0, tai (17) lygtyse bei jy iSvadose ngk.l = 0 nepriklausomy lyg€iy
skai¢ius p > 4. Tuo galima isitikinti imant 4 eilés minora lygtyse (a203), (a2a4), (@43),
(apazay) prie funkcijy vg2, v2, val, va)-

Taigi,

ij =0. (18)

I§ (15) lygéiy ir jy iSvady £Q; = 0, L& = 0 irodysime, kad ; = 0, jei
0<p< 3. ’ '

Jei Q,, # 0, tai (15) lygtyse yra 4 nepriklausomos lygtys, nes minoras prie funkcijy
Va1, vgl, v3l, v2! yra nelygus nuliui. Todél Q,, = 0.

Jei Qq, # 0 ir Qq,.a, = 0, tai minoras prie funkcijy vy?, v32, va?, va?2 yranelygus
nuliui.
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Jei Qo, # 0ir Qq,.q, # 0, tai minoras lygtyse (a2), (a3), (a4), (1a202) prie
funkcijy vg2, ve?, ve2, vql yranelygus nuliui. Taigi visos komponentés ©; = 0 ir i3 (18)

bei (14) turime:
Qi = 0. (19)

Tuo biidu 1"; kel (I‘;', =Tk ;) yra simetrinis pagal visus apatinius indeksus. Dél Sios
prieZasties taSkus, ZyminCius diferencijavima, praleisime.

Nagrinésime (11) lyggiy sistema (13) koordinaciy sistemoje. Tirsime $iuos atvejus
O<p<g3)

1) Fggaaa:; # 0'

2) Pg§0304 # O (rggagas = 0)'

Pirmuoju atveju, minoras lygtyse (z; - aa) , (g: o aa), (g: s aa), (i: s as)
prie funkcijy vgl, ve2, v32, vgs yra nelygus nuliui ir p > 4, o tai rei$kia, kad visos kom-

ponentés pavidalo I'q2, . yra lygios nuliui.

. . . oy a2 o2 a3
Antruoju atveju, minoras lygtyse (Ota s a‘) , (0‘3 s a4)’ (aa as as), (m3 s a4)
prie funkcijy v3l, vg?, vgd, vg? yra nelygus nuliui, todel p > 4irI'32, ., =

Irodéme, kad Ty, = 0 (i # a1; i # 5, k, 1).

Kaip ir ank3¢iau, imdami atitinkamas koordinaciy transformacijas i§ I"gg asas = 0 bei
o — H o — Ta a — a o — a
Faga;;a‘ =0 gausime Fa;aaaa - Fa:aaas'ragagaa - 2ra:aza3’ Fagazag - 3Fa:a2a2'

I3 gauty pereinamybiy seka, kad jei erdvés L4 judesiy grupés parametry skaicius
r > 17(0 < p < 3), tai tenzorius I‘_?;. & turi struktiira:

Tl = 65 At + 6 Aji + 6 Ajk + U Aj, (20)
kur
Aplf =0,  Aje=Axj,  Ajii = Ajk. @1
I§. (0)ir £ %y, = 0, gausime:

L:Ajk = 0,
Y 22
LAjk=0. @2

Irodysime, kad Ajx = 0, kai 0 < p < 3. (13) koordinatiy sistemoje tirsime du
atvejus: ‘

1) Aagaz # 0,

2) Aagas # 0 (Aagag =0).

Pirmuoju atveju, minoras (22) sistemos lygtyse (a2 arg), (a2 a3), (a2 a4), (a2 as a3)
prie funkcijuvg2, v32,v52, v3l, 0 antruoju atveju — minoras (a2 a3), (a3 ), (a2 a3 a3),

(a2 a3 ay) prie funkcijy v32, v52, val, vs) yra nelygus nuliui.
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Abiem atvejais p > 4, todél Ajx = 0. Pastebésime, kad komponentés Ay, q, yra
lygios nuliui dél (21) salygu. Taigi, I, = 0ir Iy = A}, (z)l%, A% = AL,
Integruojamumo salygu serijoje £ R, =0, 8iuo atveju R}, ,=2(8); A +Af ARp)-
v
Kadangi R, ; priklauso tik nuo z, tai jei R;,, # 0, tai sistemoje £ R, , = 0 yra ne ma-
v

Ziau keturios nepriklausomos lygtys [3]. Miisy nagringjamu atveju (0 < p < 3), tai
Rj. k.1 = 0 ir tiesing sietis I‘; tenkina salygas (7), (8) ir (9). Kaip minéta anks&iau erdve
L4 su tokia tiesine sietimi turi maksimalia 20 parametry judesiy grupe.

Teorema irodyta.

Pastebésime, kad erdvés Ly, turingios 16 parametry judesiy grupes, egzistuoja [2].

Literatiira

[1] A.P. Urbonas, Les mouvements dans 1’espace des éléments linéaires A connexion linéaire, LMD XXXVIII
konf. darbai, Technika, Vilnius (1997), pp. 110-115.

[2] A.P. Urbonas, Sur la mobilité maximale des espaces Ln a connexion linéaire, Liet. Matem. Rink., 38(2),
265-275 (1998).

[3] G. Vranceanu, Legons de géométrie différentielle, Vol. 1, 11, Ed.Acad., Roumaine (1957).

Certaines propriétés des groupes des mouvements des espaces L,
AP. Urbonas, V. Marcinkevi€ius

On démontre que le groupes des mouvements des espaces L4 2 connexion linéaire ne peuvent
pas avoir les groupes de 17, 18 et 19 paramétres.



