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1. Ivadas

VisapusiZkesnis stochastiniy modeliu taikymas medyny augimo eigos analizéje paste-
bimas tiktai paskutini deSimtmeti. Stochastiniai modeliai yra naudojami ivairiy augimo
eigos parametry modeliavimui: medZiy skaidiaus, turio, skersmens, auksgio ir pan. Sto-
chastiniy modeliy prana§umas i§samiai nagrinéjamas Fridman ir Stahl (2001), Bi (2001).
Nagrinésime medziy skaiiaus medyne savaiminio issiretinimo procesa iSreik§a Gom-
pertz kreive (Rupsys, 1997). Stochastinis Gompertz kreivés pavidalas yra toks:

Q(w)=a—ﬂlnN+uW(t),to<t<T, (1)

¢ia a, 3 — modelio parametrai, u — difuzijos koeficiento pastovioji dalis, W (t) — standar-
tinis skaliarinis Brauno judéjimas, tenkinantis salygas:

1) W (to) = 0(su tikimybe 1);
2) kiekvienam s, r tenkinan¢iam salyga to < s < t € T, atsitiktinis dydis
W (t) — W (s) turi normalyji skirstini su vidurkiu lygiu O ir dispersijat — s;
3) kiekvienam s, ¢, u, v tenkinanciam salygato < s<tSuvs T, poky¢iai
W (t) — W (s) ir W (v) — W (u) yra nepriklausomi.

Jeigu laikysime, kad momentinis santykinis medZiy skaiciaus pokytis 7%, . %’— yra i§-
reiskiamas Gompertz kreive (1), tada medZiy skaitiaus medyne stochastin¢ diferencialiné
lygtis turi pavidala:

dN (t) = N(t) (a — BlnN (t))dt + uN (t)dW (t), to <t < T, )
gia parametrai a ir 8 priklauso nuo dirvoZemio tipo, medZiy rusinés sudeéties ir pan.,
difuzijos daugiklis 4 itakoja sprendinio stochastines savybes. Kai u = 0, turime determi-
nuotaja diferencialing lygti, kuri turi tiksly sprendini.
Sprendinio skaitmenine aproksimacija

Stochastinés diferencialinés lygties (2) apytiksliam sprendimui naudosime aukstesnés
eiles Milgteino skaitmenine aproksimacija Ito tipo integralams (Higham, 2001). Augaly
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augimo eigos procesy modeliavimui priimtinesni yra Ito tipo integralai, kadangi pasiZymi
“nereagavimu | ateiti”. Integralinis stochastinés diferencialinés lygties (2) pavidalas yra
toks:

N (t) = N (to) +/N(s) (= BN(s))ds +,u/N(s)dW (s). 3)

Intervala [to; T] dalijame j atkarpas, imdami Zingsni At = T—Z‘Q,Tj =to+7-
At (5 =0,1,..., L), tia L — sveikas teigiamas skaiius. Tada stochastinio integralo (3)
aukstesnes eilés Mil§teino skaitmeniné aproksimacija bus tokia:

Nj = Nj_l + Nj_l (a - ﬂlan_l) At + NNJ'—I (W (Tj) -W (Tj_l))
502N, (W () =W (730))7 = ). @

Naudosime parametry o, 3 ivertinimus, kurie gauti determinuotam modeliui, nau-
dojant 13 pastoviy bareliy stebéjimy duomenis. Parametry jvertinimai yra tokie: & =
—0,10248, ﬁ = —0, 01248. Turédami tiksla istirti konvergavima, apskaiciuosime Brauno
judejimo kelia intervale [to;T] naudodami pokyti 6t = 27>, esant Zingsniams At =
R-6t (R =1,2,4,8,16, 32). Kadangi stochastiné diferencialiné lygtis (2) neturi tikslaus
sprendinio, tai tiksliuoju sprendiniu laikysime aukstesnés eilés Mil§teino skaitmening ap-
roksimacija N;, esant Zingsniui At = 6t. Stochastinés diferencialinés lygties (2) stip-
riuoju sprendiniu vadiname sprendini, apskai¢iuota konkre¢iam vienam Brauno judéjimo
keliui, o silpnuoju sprendiniu vadiname sprendini i§reik§ta 100 Brauno judéjimo keliy
sprendiniy vidurkiu. Silpnojo sprendinio glodumas priklauso nuo iméiy skaiciaus. Didi-
nant im&iy skaiéiy silpnojo sprendinio glodumas didéja. Nagringjant silpnuosius sprendi-
nius, biity priimtinesnis didesnis im&iy skai€ius negu 100 im¢&iy. Tai pasiekti $iame darbe
neleido personalinio kompiuterio galimybés.

1 pav. pavaizduotas stiprusis ir silpnasis sprendinys apskai¢iuotas naudojant auks-
tesnés eilés MilSteino skaitmenine aproksimacija (4) kartu su stebéjimo duomenimis.

I3 paveikslo matyti, kad stiprioji ir silpnoji aproksimacija pakankamai puikiai atspindi
pastoviy bareliy stebéjimo duomenis.

Modeliuosime aukstesnés eilés MilSteino aproksimacijos stipryji ir silpnaji konver-
gavima. Tarkime, kad X, yra tikslusis sprendinys, o X (7,) apytikslé aukStesnés eilés
Mil3teino skaitmeniné aproksimacija.

Apibrézimas. Jeigu egzistuoja toks teigiamas skaiCius c, kad kiekvienam 7 = #p +
n-At(n=0,1,..., L) ir pakankamai maZam Zingsniui At patenkinama lygybé

E|X (1) — Xa| < cAt?,

tada sakome, kad konvergavimo lygis yra ~.

Nagrinésime stipriosios skaitmeninés aproksimacijos paklaidas tiktai intervalo [to; T
galo taske T, t.y.

NPT — B X (T) — X1 -
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1 pav. Sprendinio stiprioji ir silpnoji MilSteino auk3tesnés eilés aproksimacija.

AnalogiSkas apibréZimas iSreikia skaitmeninés aproksimacijos silpnojo konverga-
vimo lygi ~y. Biitent:

|E (X (7)) - E (Xa)| < cAt,

Silpnosios aproksimacijos paklaida intervalo [to; T] galo taske T uZraSoma taip:

epimests Z | (X (T)) - E (Xp)|

1 lenteléje yra pateikti stipriosios ir silpnosios skaitmeniniy aproksimacijy paklaidy
intervalo [to; T] galo taske T ivertinimai, apskaiCiuoti naudojant 100 Brauno judéjimo
keliy esant poky&iui 6t = 275 ir Zingsniams: At = 32 - 6t, At = 16 - 6t, At = 8- 6t,
At=4-6t, At =26t

I3 1 lentelées matyti, kad didesnis laiko Zingsnis At salygoja didesne stipriaja ir
silpnaja paklaidas.

1 lentelé. Stipriosios ir silpnosios aproksimacijos paklaidos

Paklaidos tipas Laiko Zingsnis (At)
2.6t 4.6t 8.6t 16 - 6t 32-6t

Stiprioji 0,020804  0,036493  0,075973  0,160470 0,338146
Silpnoji 0,007784  0,024995 0,048215 0,116515 0,273428
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2 pav. Stipriosios ir silpnosios aproksimacijos paklaidos.

2 pav. grafiskai pavaizduotos skaitmeniniy aproksimaciju paklaidos intervalo [to; T
galo taske T', In — In skaléje. Grafikas vizualiai patvirtina prielaida, kad stiprioji ir silpnoji
konvergavimo eilé gali biti laikoma lygia 1. Be to, naudodami tiesinij regresijos modeli:

In esA‘i””"is ~Inc+v-lnAt,

In exz’m‘ms ~Inc+v-lnAt,
gauname .

IneyiP™** ~ —1,12338 + 1,018204 - In At,

IneXPre® ~ —1,2732 + 1, 24898 - In At.

Testo Ho: v = 0 p-reik§mé yra maZesné uZ 0,0004. Todél galime tvirtinti, kad y # 0.
Sie samprotavimai taip pat parodo, kad aukstesnés eilés Milsteino skaitmeninés aproksi-
macijos stipriojo ir silpnojo konvergavimo lygis yra nemaZesnis uZ 1.

Rezultaty aptarimas

Stochastinis medynuy savaiminio iSsiretinimo modelis gerai atitinka steb&jimo duomenis
gautus tiriant pastovius medyny barelius. Vadinasi, stochastinis medyny savaiminio i§si-
retinimo modelis yra priimtinas planuojant iking veikla.

Aukstesnés eilés MilSteino skaitmeniné aproksimacija turi auksta stipriojo ir silpnojo
konvergavimo lygi, kuris virija 1.
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Convergence of numerical solution of stochastic differential equation
for the self-thinning process

P. RupSys

For theoretical and practical analysis of the self-thinning process we use stochastic differential
equation, which take the form:

dN (t) = N (¢) (a — BIn N (t))dt + uN (t) dW (t), N (to) = No,to < t < T,
whereN — tree per hectare (stem/ha), t — stand age, W(?) — scalar standard Brownian motion, No —
not random, «, 3 and  are parameters — real constants. In this paper from a practical viewpoint
we apply a simple numerical method for solution of the stochastic differential equations by the
Milstein’s higher order method. The programs for numerical simulation are written on MAPLE.
The convergence of this model is explored too.



