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Vienos klasés diferencialiniy lyg€iu sistemos
sprendiniy stabilumas

Petras GOLOKVOSCIUS (VU)

Nagringjame n lygtiy sistema, uZraSyta vektorine lygtimi

dr

A7+ gt 2T

&a & = colon(xy,T2,...,Zs) — neZinomas vektorius, & T _ transponuotas vektorius, A
— Zordano kanoniné pastovi matrica, netiesinis narys

§t,z7T) = colon(gl(t,fT), o gn(,Z2T))
tenkina nelygybe
g, 27| < eI, t>t0 20, @)

o skaliarinés funkcijos ((t) integralas intervalu [to, +00) yra teigiamas dydis, t.y.,

400

/ p(t)dt = K < 400. : 3)

to

Tatkas Z =0 = (0,0,...,0) yra (1) lygtiu sistemos pusiausvyros (ramybés) taskas.
Tarsime, (1) lyg&iy sistemos bet kurio Ko3i uZdavinio sprendinio egzistavimo ir vie-
naties sritis yra

D={t>to>0, ||&l <h},

o vektoriy §(t, ZT) ir £ norma apibréZiame 3itaip:

n

1,27 = |27, NlE =D lzal.
v=1

v=1
Tiesioginiu arba pirmuoju Liapunovo metodu irodome Sias dvi teoremas.

1 teorema. Tegu (1) lygliy sistemaq atitinkancios linearizuotos sistemos

gy _ , .
- A 4)
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visi sprendiniai, kai t — 400, yra stabilis pagal Liapunovq. Tada ir (1) lygciy sistemos
trivialusis sprendinys T = 0, kai t — +00, yra stabilus pagal Liapunova.

lrodymas. Zinome ([1], p.86), kad (4) lygtiy sistemos, kurios koeficienty matrica A pa-
stovi, taSke ¢t = to normuota fundamentalioji matrica yra

Y(t) =Mt V(i) = E. 5)

Spresdami (1) lyggiy sistema LagranZo metodu, gauname

t
#(t) = M E(to) + / M=g(r, 2T (7))dr. - (6)

to

Pagal 1 teoremos salyga (4) lygCiy sistemos visi sprendiniai, kai ¢ — +00, yra sta-
bilas. Todél jos (5) fundamentaliosios matricos norma yra aprézta ([1], p.113),t.y.,

||leAt=t)|| < k < 400, [[e*t V|| <k < 400, t2>to, )

Be to, i§ (6) integralinés lygties gauname

t
IZON < NlerE | {[2(to)l] + / ller="11{1g(e, 27 (7)]|dr. ®)

to
I8 Cia, atsizvelge i (2) ir (7) nelygybes, paraSome

t

IE@I] < KlIZ(to)| +k/<P(T)|I-'?(T)IIdT, t 2 to. ©)

to

Pastarajai nelygybei pritaikome Belmano ir Gronvalio lema ([2], p.46). Tada

+ o0
k f p(T)dT
IZ(@®)]| < kll2(to)|le o , t2to. (10)

Kita vertus, remdamiesi (3) nelygybe, i$ (10) ivercio gauname

+o0
k f o(t)dt
1) < k||Z(to)lle * < [|Z(to)l] - K1 < +00;

Cia pastovusis teigiamasis dydis

Ky = kexp(kK) < +c0. (11
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Reikalaujame, kad Ve > 0 buity tenkinama nelygybe
IZ] < [|EE)IKL < &= ||E@)]] <&t 2 to.
Tada, imdami
(o)l < 7 =6
isitikiname, kad tenkinamos stabilumo pagal Liapunova salygos:
kai ||Z(to)|| <6, tai ||Z(t)|| <&, t2=to. 12)

Tai irodo (1) lyggiy sistemos trivialaus sprendinio, kai t — +oc0, stabiluma.

2 teorema. Tarkime, (4) linearizuotos sistemos visi sprendiniai, kai t — +o00, yra asimp-
totiskai stabiliis. Tada ir (1) lygSiy sistemos trivialusis sprendinys & = 0, kai t — 400,
yra asimptotiskai stabilus.

[rodymas. Pagal $ios teoremos salyga (4) lyg€iy sistemos koeficienty matricos A charak-
teristinés lygties visy §akny realiosios dalys yra neigiamos ([1], p.89). PaZymime
a=mngeA,,(A) <0 (v=1,2,...,n), (13)
ir pasirenkame € > 0 tiek maZa, kad biity teisinga nelygybé
a+e<0.
Tada Zinomas jvertis ([1], p.57)
“el\(t—to)” s ce(a'f's)(l—to), t ? tO, ' (14)
kuriame ¢ = c(¢) —teigiama konstanta. AtsiZvelge i (2) ir (14) formules, i¥ (8) nelygybés

gauname
t
|Z(2)]] < cel@¥ )| F(to) ]| + ¢ / el*+) =y (r)||(7)|ldT,
to
arba
t
e~ (| F(2)|| < ce™ (@ 0| F(2o)|| + / e~ (*+7p(r)||Z(7)||dT.
to
I3 &ia, remdamiesi Belmano ir Gronvalio lema, paraSome nelygybe

cj p(r)dT

e~ @+t ||F(t)]| < ce™(@+)0||Z(to)]]e *o , t>to,
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kuria padauging i$ ela+e)t ir atsizvelge i (3) integrala ir i pastoviy teigiamy dydZiy o, K\
Zymeéjimus
oc=—(a+¢)>0, K;=ciexp(cK) >0,
gauname
IIE@I < 77 ¢0||2(to) || K1, > to. , (15)
Remdamiesi (15) iver&iu, reikalaujame, kad esant Ve > 0 biity |
|Z(¢)]] < e 7¢I (k)| K1 <&, t2to.

Tada

£

. € B
12l < oot S &, = 6 t>to

Taigi, kai ||Z(to)]| < 6, tai ||Z(t)|| <&, t2>to.
Be to, i¥ (15) nelygybeés, kurioje o > 0, i¥plaukia lim¢ 400 ||Z(t)|| = 0. Todel, kai
t — 400, (1) lyggiy sistemos trivialusis sprendinys yra asimptoti$kai stabilus.

Pavyzdys. Sakykime, (1) lygCiy sistemoje
Ao A O L e tsinzy
10 X’ §= e“tsinzg |’
Kadangi |sinz,| < |z,| (v =1,2),tai

1G]] < e™*(lz1] + |za]) = €712

Beto, p(t) =e™t, [F®p(t)dt = [[etdt =1=K,||gll < |||, t >0.
Sakykime, pavyzdZiui, A, = %, Az = —i. Tada pagal 1 teorema trivialusis sprendinys
yra stabilus, kai t — +o0. '
Tarkime, Re A, < 0 (v = 1,2). Tada pagal 2 teorema jis yra asimptotiskai stabilus,

kait — +o0.
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The asymptotic stability for a system of nonlinear PDEs

P. Golokvoscius

The asymptotic stability of a system of nonlinear PDEs is proved.



