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Daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg€iu sistemos su
kintamais koeficientais supaprastinimo klausimu
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Paprastujy diferencialiniy lygiy sistemy, su eilés i$sigimimu, sprendimo metody api-
bendrinimas daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyggiy sistemoms, kuriy eilé i$sigimsta,
sunkus ir sudetingas uZdavinys [1]. Sis uzdavinys abiejy tipy diferencialiniy lyggiy sis-
temoms ypatingai pasunkéja, kada galioja salyga, kad pagrindinés sistemos koeficienty
matricos tikrinés reik§mes yra sveikieji skaitiai ar jy skirtumai yra sveikieji skaitiai [2].
Spresdami tokio tipo uZdavinius daugelis autoriy [3], [4], [5] bando surasti keitinius,
kuriy pagalba nagrinéjama sistema suvedama i sistema, kurios struktiira patogi sprendiniy
skai¢iaus nustatymui, ty sprendiniy radimui ir jy struktdiros tyrimui. Siame darbe tirsime
keturiy pirmos eilés daliniy iSvestiniy diferencialiniy lyggiy sistema trimatéje komplek-
singje erdvéje. Tiriamosios sistemos eilé i3sigimsta hiperplok§tumos z = 0 taSkuose.

Nagrinékime Moisilo-Teodoresko sistema [6] su jaunesniaisiais nariais, kurios mat-
ricinis uZraSas yra toks:

Ou Ou Ou
p+1 e il huthnd —
z (E(?z + 1 9 + I 82) + A(z,y, z2)u =0, 0))

&ia p - natdralusis skai&ius arba nulis, z, y, z — nepriklausomi kompleksiniai kintamieji,
u(z,y, 2) = ((z, 9, 2), ua(z, ¥, 2), us(, Y, 2), —ua(z, y, 2)) - ieskomoji vektorfunk-
cija, E — vienetiné ketvirtos eilés kvadratiné matrica,

0 0 0 -1 00 -1 0
0 0 1 0 00 0 -1
11‘0—100’12‘1000
1 0 0 O 01 0 0

duotos pastovios ketvirtos eilés kvadratinés matricos, A(z, y, z) — Zinoma kintamujuy z, y
ir z funkcija, be to, jai galioja déstinys laipsnine eilute

A((L‘,y, 2) = Z:rkAk(yv Z), 2)
k=0

kuri konverguoja srityje K: {|z| < 71,|y| < r2,|z| < r3}. Hiperplok§tumos z = 0
taskuose i$sigimsta (1) daliniy ivestiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos eile.
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Daliniy i¥vestiniy diferencialiniy lyg€iu sistemoje (1) ieSkomaja vektorfunkcija
u(z, y, z) pakeite nauja ieSkomaja vektorfunkcija v(z, y, z) keitinio

u(z,y, 2) = Thv(z,y, 2), 3)

tia T, - pastovi neypatinga ketvirtos eilés kvadratiné matrica, pagalba gauname nauja
dahmu i$vestiniy diferencialiniy lyg¢€iy sistema ‘

zPH! (ETl'a-— + IlTl% + LT -gg) + A(z,y, 2)Thv=0. | 4)

Padaugine (4) sistema i§ kairés i matricos T 1 gauname tokia daliniy iSvestiniy
diferencialiniy lyg€iy sistema:

zPt! (E—gE + Jlg + ng ) + T Az, y, 2)Thiv =0, )

tia Jy = Tl_lIlTl, Jy = Tl—l_Ile.
Matricy I ir I, tikrinés reik§més yra  ir —1 ir abi jos antrojo kartotinumo. Matricos I

. 01 0 0 |
5 - . -1 0 0 O . . .
Zordano kanoniné forma yra matrica J; = 0o 0 o 1| Kadangi matricos J ir
0 0 -1 0
I turi tuos pa&ius elementariuosius daliklius, tai jos yra panasios ir egzistuoja neypatinga
0 01 O
- . - . 100 O
kvadratiné matrica Ty : J; =T} InTyirTy = 010 0
00 0 -1
0 0 01
o -1 0 0 10 . .
Pastebékime, kad J, = Ty " [T = 0o -1 0 ol Matrica I; suvedama i
-1 0 00

Zordano matrica J; neypatingos matricos T} pagalba, o matrica J panaSi i matrica Joir
abiejy struktiira yra blokiné-diagonaliné.

Keitinio (3) pagalba daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos (1) pagrindinés
dalies matricas I; ir I suvedame i Zordano normaliaja forma, kuri patogi tolimesniems
tyrimams.

Nagrinékime (3) keitini, kuriame pastovia neypatinga matrica 71 keiCiame ketvirtos

eiles kvadratine matrica funkcija T'(y, z), kurios determinantas néra tapatingai lygus nu-
liui. Po §io keitinio daliniy i$vestiniy diferencialiniy lyg€iy sistema (1) atrodo taip:

Pt (E—+K1(y, )8 +K2(y,z)a )+B(a:,y,z)v=0, 6)
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gia Ky (y,2) = Ty, 2) 1 T(y, 2), K2(y, 2) = Ty, 2) ;T (y, z), B(z, y, z) tenkina
tokia matricine diferencialing lygti

zPH! (Ilg +I2‘2T) + AT -TB=0.

B(z, y, z) déstinys laipsnine z eilute egzistuoja ir to déstinio pagrindinis narys yra [7]

B(0,y,2) = T~ (y,2)Ao(y, 2)T(y, 2)
= diag (Al(y’ Z), )\2(:(/, Z)a A3(y? Z)a A4(yv Z)) )

gia Xi(y, 2), 1 = 1,2, 3,4 - matricos Ao(y, 2), tikrinés reikSmes.

Vadinasi, keitinio (3), kuriame T = T(y, z), pagalba (1) daliniy i§vestiniy diferen-
cialiniy lyg&iy sistema suvedama i daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyg&iu sistema (6),
kurios koeficienty déstinio laipsnine eilute pagrindinis narys yra blokiné diagonalioji mat-
rica funkcija.

Dabar daliniy i§vestiniy diferencialiniy lygéiy sistemoje (1) ieSkomaja vektorfunkcija
u(z, y, z), pakeiskime nauja ieSkomaja vektorfunkcija v(z, y, 2), keitinio

u(z,y, z) = (E 4+ z%Pa(y, 2)) v(z, y, 2), )
¢ia o — natiiralusis skaiGius, E — vienetiné matrica, P,(y, z) — kol kas neZinoma kin-

tamyjy y ir z matrica funkcija, pagalba.
IraSe (7) i (1) sistema gauname tokia daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyggiy sistema:

ov 0P, OP,
p+1 k it pt+a p+1+a
P (E+z Pa)Eaz+az Pou+zx ( By +I26 >v

+2PH 1 (E+2*P) = Qv + 2P L (E+2FP,) — O

« 8y 0z
+A(z,y, 2) (E + :L‘kPa) v=0. 8

Pasinaudokime formaliu déstiniu
(E +2Pa(y,2)) ' = E —2%Pa(y, 2) + z2*P3(y,2) + ...

= Z (z°Pa(y, 2))", )

ir (8) sistemg padauginkime i§ kairés i3 (E + z*Pu(y, z)) ™. Po gremézdisky pertvar-
kymu, gauname tokia daliniy i§vestiniy diferencialiniy lyggiy sistema

19 o o
P! (EE:% + Ji(z, v, z)% + Jo(z, v, z)a—:) + B(z,y, 2)v =0, (10)
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kurioje

oo
Ji(z,y,2) =L+ Y _(-1)*z** P\ (y, 2)(Paly = 11 Pa),
k=0

(o)
Da(z,y,2) = b+ )_(=1)*z**PE™(y, 2)(Pal2 — I2Pa),
k=0

. oo k
B(z,y,2) = ) [Z(—1)'°““w“(’°"“’+’P5'1(PaAz — AlP)
=0

+(_1)kxa(k+l)+paP:+l)]

6P, P,
_1\k,.p+1+a(k+1) pk k
+kE= (-1)*=z P* (I —+I2 52 )+,§=0$ Ax(y, 2). (11)

Pastebékime, kad (11) matricos funkcijos tenkina salygas:
J1(01y1 Z) = Ila J2(0’y1 Z) 512, B(O’ Y, Z) = AO(y7 Z). (12)

Dabar detaliau i$ai¥kinkime B(z,y, 2) struktira ir badus kaip nustatyti matrica-
funkcija Py (v, z). Kadangi o yra natiiralusis skai€ius, tai i§ (11) ir (12) nesunku pastebeéti,
kad (7) keitinys nekeitia pirmujy o (1) daliniy i¥vestiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos
koeficiento A(z, y, z) déstinio laipsnine eilute koeficienty. Koeficiento prie ¢ i3raiska
bus tokia:

B (y ) {A (y, )+Ao(y,z)Pa(y,) P (yaZ)AO(yvz)+aP (y,z), p 0
' Aq (ya )+A0(y’z)Pa(y’ ) P (y’ )Ao(y,Z), '

Tarkime, kad Ag(y, z) yra tokios struktiiros matrica:

0. 13

,. - 1, i=j,
AO(yy Z) = <6tJA( )(y’ Z)) y LI = 1)2a~ ey S < 4’ 61:]' = {0 ’I.?é j (14)

Pasinaudoje matricos Ag(y,2) suskaldymu l, blokus (14) atltmkamus matncu B.(y,2)
Aqa(y, 2), Pa(y, z) blokus pazyméekime B, ) (y, 2), A(r’s)(y, z), P )y, 2), &ia vir-
Sutiniai indeksai reidkia, kad blokas yra r-tosios eilutés ir s- to_|o stulpelio susikir-
time. Siy submatricy elementus Zymékime atitinkamai b;;(y, 2), ai;(¥, 2), pi;j(y, 2),
i,j=1,23,4.

Matricos Ao (v, z) Zordano langus atitinkan€ius skirtingas tikrines reik¥mes p,(y, z),
ps(y, z) Zymékime taip:

A(T) (y) Z) =pr(y; Z)E«,- +L1'y A(S)(ya Z) =p3(y7 Z)Es +L3, r,s= 1’ 2) 3) 47 (15)

tia E,, E, — vienetinés matricos, matricy L, L, visi elementai yra nuliai, iSskyrus ele-
mentus vir§ pagrindinés istriZainés, kurie lygls vienetui.
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I (13) gauname, kad

‘”R +%w,)“W%a

)

) (y, 2) Ao(y, 2) + P (y,2), p=0,
A”W%) Ao(y, 2) P (y, 2)

( )Ao(y, )1 p>0.

B9 (y, 2) = (16)

I3 (13), pareikalave, kad B(T ’)(y, z) struktra atitikty Ag(y, 2) struktiira, gauname
salygas matricos funkcijos P (y, z) elementy nustatymui. Sios salygos yra

aij + (pr — ps)Pis + Piv15 — Pij+1 — kpi; =0, p=0,

) 7
aij + (pr — ps)Pij + Piv1; —Pij+1=0, p>0,1,7=1,2,3,4.
I§ (17), randame p;;(y, 2) iSrai¥kas. Jos yra tokios:
- aij
Pij = _ﬁf——P#&’
Pij+1 = pr_—,l,s_ra(mj = @ijt1), 18

Pi-1; = m(l’i_ﬁ —ai-15),

Pi-1j+1 = pr—_ﬁl;;ﬁ(pi—lj — Pij+1 — Qi-1j+1),

Ciapoj(y,2) =0,5=1,2,3,4,pis(y,2) =0,1=1,2,3,4.

Visi pi;(y, 2) 1, j = 1,2, 3, 4, nustatomi vienareik¥miskai, jeigu visiems y ir 2: |y| <
T2, |z‘ <3, pr(y, Z) _ps(yv z) + a # 0. Atvejup =0, pr(y’ Z) - ps(y’ z) ta= 0to
padaryti negalima ir Siuo atveju p;;(y,z) =0, 4,5 =1,2,3,4.

Jeigu Ao(y, z) = p(y, ) E, tai analogi3kai kaip €ia buvo i§déstyta nustatoma matrica
P,(y, z). Jos koeficienty israiSkos bus tokios:

a;i(y, z L,
__1.%, i# 7,

(Y, 2) =
PG (Y 2) _ply, 2) —aij(y, 2)
o] )

1=

Gautaji rezultata suformuluokime kaip teorema.
Teorema. Daliniy isvestiniy diferencialiniy lygCiy sistema (1) keitinio (2) pagalba suve-
dama i daliniy i$vestiniy diferencialiniy lygéiy sistemq (10), kurioje pirmieji a B(z, y, )
deéstinio x laipsnine eilute koeficientai sutampa su A(z,y, z) déstinio x laipsnine eilute
koeficientais ir déstinio B(z,y, z) laipsnine x eilute koeficiento By (y, 2) struktiira su-
tampa su koeficiento Ao(y, z) struktiira.

Keitini (7) taikykime (1) imdami a = 1,2,... ir apibréZkime tokio tipo formaly
keitinj

u(z,y,2) = [(E+zP)(E + z2P)(E + 2°P) .. .]v(z,y, z). 19)
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Taikydami $i keitinj daliniy i§vestiniy diferencialiniy lygtiu sistemai (1) pasiekiame,
kad visi A(z,y, z) déstinio x laipsnine eilute koeficientai Ax(y,2) k = 1,2,... turéty
pagrindinio déstinio nario matricos Ao(y, 2) struktiira. Vadinasi, (1) daliniy i§vestiniy
diferencialiniy lyg&iy sistema suskaldome | atskiras, daliniy i§vestiniy diferencialiniy
lygéiy sistemas, atitinkantias Ao (y, 2) bloking struktiira.

I$vada. Jeigu'Ao(y, z) blokiné-diagonaliné matrica, tai formalaus keitinio (19) pagalba
daliniy i¥vestiniy diferencialiniy lyg&iy sistema (1) suskaldoma i tokia daliniy i§vestiniy
diferencialiniy lygé&iy sistema:

+1 ou® ou ) (1) () —
P E—a-x—--l-Jl—a—y—-f-Jz—az— + A (x,y,z)u —0,
u(x, Y, Z) = (6iju(i) (l‘, Y, 2)), (20)
o0 R
A (z,y,2) = Y :c’“Af:)(y, z), i=1,2,...,s<4.
k=0
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On simplification system of partial differential equations with variable
coefficients
D. Jurgaitis

The system with junior variable coefficients of Moisil-Theodoresco is analysed in the article.
The line of the system degenerates in points of the hyper-plane. A changeable element is found,
with the help of which the structure of the selected coefficient is changed by the power line of the
system coefficient exposing element. The structure of this coefficient conforms to the structure of
the principal matrix of the system coefficient exposing element. A formal changeable element is
found, which allows the system to be divided into partial systems, when the principal matrix of the
exposing element of the system junior members is blocking.



