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Rikatio lygties sprendimas svarbus tobulinant matematinius modelius, taikomus automa-
tinio valdymo ir kitose srityse. o

Rika&io lygtis susieta, visy pirma, su antros eilés tiesine diferencialine lygtimi su
kintamais koeficientais

y'(z) + p(2)y (z) + q(zx)y(z) = f(=) ¢y

taip, kad kai funkcijos u(z), 2(z), y(x) apibréZiamos lygtimis:

Y () + u(@)y(z) = 2(z), #(z) + (p(z) — u(z))2(z) = f(2),
v'(2) = (u(®))’ - p(z)u(z) + g(2), @
tuomet (1) lygties sprendimas susiveda i Rikaio (2) lygties atZvilgiu u(z) sprendinio

radima.
Rikacio lygties bendras pavidalas

¥ (z) = p(z)(y(x))? + q(z)y(z) +r(z) 3)
keitiniais
= Iz Ukan(T) _ —q(z) _ 1 !
vie) =ho Ty = ) @ )
Tkan = Tkan(T) = [p(:z:) (h(av))2 +r(z) — h'(z) + q(z)h(z)]p(:c), - @)

suvedamas i kanonini Rikacio lygties pavidalq atZvilgiu tran = Ukan(T)
Upgn = (ukan)2 + Tkan(Z)- : (5)

Kai ugen = —2'/2, z = z(x), tuomet kanonini Rikatio lygties (5) pavidala atitinka
antros eilés tiesiné homogeniné diferencialiné lygtis pavidalo

2" + Tran(z)z = 0. 6)

Rikacio lygtys i$sprendZiamos tik atskirais atvejais. Kai Zinome Rikacio lygties (3)
bent vieng atskira sprendini, tuomet randame bendraji sprendinj, [1]. Kai Zinome Rikatio
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lygties atskira kompleksini sprendini y; (z), tada randame ir Rikacio lygCiai ekvivalen-
Zios antros eilés tiesinés homogeninés diferencialinés lygties realy sprendini; tuomet ran-
dame ir Rikagio lygties bendraji sprendini. Kai Zinome viena atskira sprendiniy; = y1(z)
tuomet keitiniu y(z) = y1 + 1/z gauname tiesing lygti atZvilgiu z = z(z)

2 = —z(q(z) + 2p(z)y1) — p(z). _ )

Rikatio (3) lygties sprendinio radimui galima pasinaudoti ir lygti (3) atitinkanCios ant-
ros eilés tiesinés diferencialinés homogeninés lygties sprendiniu eilutés pavidale. Atskiri
issprendZiami a priori neZinant jokio sprendinio atvejai, specialios Rikatio lygtys, artu-
tiniai sprendimo metodai, ypatingi sprendiniai ir jy radimo metodai apraSyti literatiiroje
[1, 2]. Rikagio lygti galime spresti metodu, kurj dabar pateiksime.

Rikadéio lygties bendras sprendinys

Rikagio (3) lyggiy atskiri i§sprendZiami atvejai, ypatingi sprendiniai ir jy radimo metodai
apraSyti literatiiroje [1, 2). Bendru atveju Rikatio (3) lygties bendrojo sprendinio y(x)
radimui intervale £ € [zo,Zg4ai] keitiniais (4) suvedame lygties (3) bendra pavidala i
kanoninj pavidala (5) atZvilgiu ugan = Uken(z); esant galimybei tikslinga turéti funkcija
Tkan, aprézta, kai z € [zo, Zga1. Kai

Y =2yoy1 — 1, 15 =122 —2u1Y),
Y = v+ (%)% + Tkan, 2z =Yy,

1 1 1 Y1 2
Up = —- (yl - ——) y Ukan = —Yo+ ———, To= (—) , (8)
Y2 Ukan + Yo Y1 — Y2uo Y2

&ia yo = yo(x) - nauja laisvai parenkama funkcija, y1 = y1(z), y2 = y2(z), Y =Y (z),
z = z(z), ro = ro(z) — naujos funkcijos, apibréZiamos funkcijomis yo ir 7xan; tuomet
Rikatio (3) lygties kanoninis pavidalas atZvilgiu uo:

d 2
—uo() = 2(x) [ [uo(@)]* + 7o), = € [w0; Zgal. )
Kai funkcija yo — —Ukan, tuomet funkcijaY — 0. Kai funkcijaY = Y(z) = 0,
tuomet funkcija —yo yra Rikalio lygties sprendinys uksn = —yo ir tuo atveju
up =4 — y_,l.ﬁ neapibréZtas, bet tada keitiniu uxan = v — yo Rikatio lygtis suvedama i

Bernulio lygti atZvilgiu v = v(z). Kai ugan # —¥o, tada ug apibréitas.

Tolesni keitiniai priklauso nuo gauty funkcijy 2, ro. Optimaliai parenkant laisva funk-
cija yo ir laisvasias konstantas c3, ¢4 (gaunamas integruojant y; ir y2 apibréZiancias lyg-
tis) pagal funkcija rxan, kai = € [To, Tgat], galime gauti optimalias funkcijas ro = ro(z)
ir z = z(z); jos apsprendZia visa tolesne sprendimo proceso eiga. Gali biti tikslinga
pakartotinai k karty nuosekliai ¢ = 1,2,...,k gaunamos pavidalo (9) lygties atZvilgiu
taikyti atitinkamus pavidalo (8) keitinius. Tada optimaliai parenkant laisvas funkcijas yo,
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Yo,; ir konstantas cs, ¢4, c3,i, c4,; gauname (9) lygtyje atzvilgiu uox = uo k() opti-
malesnes funkcijas z, 7o k. Jei parinkti ir (8) lyggiu, t.y., uran = f(z,%o0,%0,y1,¥2),
F(z,v0,91,4)) = 0, F(z,0,¥,¥1,Y2,¥3) = O optimalias israidkas pagal funkcija
Tkan, tuomet optimizuotume funkcijas o ir z pilnai.

Atsizvelgiant i Tkqn, kai T € [zo, T4al), gali bti ir netikslinga naudoti (8), (9) keiti-
nius; tada atitinkamose lygtyse: 2 = 1, 4o = Ukan> 70 = Tkan, Ukan = G1- U1 + b1. Si
atskira atveji toliau vadinsime: Rikatio lygties sprendimas, 2 atvejis. 2 atvejo ypatumai:
tai dalinis atvejis, todél paprastesni skaiCiavimai, galimybes siauresneés; isskirtina tai, kad
Rikatio (5) lygti atitinkanéios antros eilés tiesinés homogeninés diferencialinés (6) lyg-
ties bendrasis sprendinys gaunamas i§ Rikacio (5) lygties bendrojo sprendinio atskiry
elementy, nenaudojant papildomo integravimo. K.R. Petrausko, 1. Sku€o, A.V. Biidos,
I. Petrauskienés teikti 43-oje LMD konferencijoje atitinkami prane§imai: ,,Rikatio lyg-
ties sprendimas 2* ir ,,Antros eilés tiesinés homogeninés diferencialinés lygties bendras
sprendinys*; dél vietos stokos juose gauti rezultatai nepateikiami.

Bendru atveju tolesni keitiniai pagal formules:

up=ay-u1+by, b=b(z)=c1+ /fl (t)ro(t)z(t)dt,

Zo

a1 = a;(z) = cz,1€xp [/z2b1(t)z(t)dt],

r =ri(z) = @ )2 [(bl)2 + (1= fi)ro - l 'El‘cl 1(1')]
%ul(:c) = z(x)a)(z [[U1 )N+ 7‘1(1')] (10

kain = 2, 3,4, ..., tolesni skai¢iavimai atliekami nuosekliai pagal formules:

Un_1 =8n Un+bn, bn= bn(x) =

c_,. + / Fa(t)rno1(t)2(t)ma_y (t)dt,

n n
mp = mp(T) = Hai, kn = ch,,-,
i=1 i=1

an = an(z) = c2,n€XP []2Sn(t)z(t)dt] ,

zo

2 unle) = Z(z)mn(w) [[un(@)® +ra(a)]
= 10(@) = fomg [0 + (L= falras = e Toera(@)],
Sn = Sn( ) = bn Mp—-1, (11)

¢ia ¢1,n = €1,n(Z), fn = fa(z) —laisvai pasirenkamos funkcijos, ¢2,» = const # 0.
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Gali biti tikslinga: sandaugy fn-rn—1 iSraiSkose naudoti centruotas funkcijas 7,1
ir kitus dalinius atvejus, optimalesné tarpinio n-tojo ry8io tn_1 = @n- Un + by, iSraidka.
Laisvasias funkcijas yo, fn, €1, ir konstantas c n, 3, ¢4 reikia parinkti pagal Tkan(Z),
T € [z0, X gat] tokias, kad ribos

a) lim r, =c¢(z), b) lim S, =0,
8—00 8§—00

Ss+1

3, <1, (12)

©¢) lim
8§ —00 8§—00

as| _ .
bst1- bs| = lim

egzistuoty, tuomet procesas konverguoja, ir gaunama funkcija ¢, = cr(z) (12a) tokia
(pavyzdZiui ¢, = ¢, (z) = const), kad lygties

%u, = slinolo 2:Mmy [(us)2 + Ts] =2, [(us)2 + c,.]

sprendinys u, = us(z) biity Zinomas. Kai |z| < oo, tada pagal (12b) 31_1_’1{.10 as = €5
Funkcijos Sy, ribos (12 b,c) nuo c3 » nepriklauso.

Kai vidurkiai M(S,- z) = 0, tuomet a, (o) = @n(Tga) = C2,x ir turime sprendimo
proceso modifikacija.

Radus sprendinj us = u,,(m) griztame atgal prie funkcijos uo = uo(x) pagal naudo-
tus rySius:

u0=al'ul+bla un—l=an’un+bn) n=273747"~’
up = a;- (ag-ug + bz) +b=a; [az~ (a3- usz + bg) + b2] + b
=a; [ag [(13- (a4-u4 + b4) + b3] + bz] +b = .
. ” 1 d m, ()
w=w(x)=’lglg° (b1+§5j)— lim ln[ T, .],

s—o0 22(z) dz

up(z) = ’linolo(w + ug my). (13)
Kai lim,_ o0 z- My 75 = 0 arba limy_,0o 7s = 0, tuomet vienas sprendinys u;, = 0

ir uo(z) = w(z). Siuo atveju keitiniu up = w + 1/h gauname tiesing lygti atZvilgiu
h = h(z):

1 d
5 @) + 2wl he) = -1,

h(z) = m"(;) [c+ / z(t)ﬂl‘:—ft—)—dt],

Zo

uo(z) = w1, uo<w>—hm[(x) ()‘L [C+ / 2(t) s()dt]] 14)

Kai limymoo gty = (w)? + ¢ 75 = [ 2(t)- ms(t)dt, tuomet sprendi-
nys uo(z) = lim, oo (w + us-m,). Kai ¢, = 0, tuomet us = limsoo ﬁ,
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limg oo Us Mg = limg_ 00 ‘C"E_+“‘ ir sprendinys uo(z) randamas pagal (14) lygti; kai
ke #0, kg # 00,00 > |cr| # O: :

a)r, =c, = const >0, us = /¢ tg (C +xsv/Cr),
(14 Ce?=+Ver)

b)rs =c, =const <0, us=+/cr

Ekvivalenti¥kai ir kitais ¢, = c,(z) atvejais. Suradus up = uo(z), randame (8)
Ukan(x) it tuomet (4) y(z).

Galime aproksimuoti bendraji (dalini) sprendinj y(z) fiksuojant maksimalia reik¥me
max(n) = s, be to galime gauti aproksimavimo paklaidos funkcionalo, atitinkantio Ri-
kacio lygti, analizing iSraiSka.

Dalinis atvejis, kai

bn\2 Sp\2
fa=1, c1n =const, T, = (;7:) = (m—n) , n=123,.... (16)
Sprendimo proceso modifikacija daliniu atveju: vidurkis M(S,-2z) = Oirkain > 1
(ekvivalentikai, kai n = 1):

T

Cln = Wi’i_ll(-x—)] M[mn_l(:c) /rn_l(t)mn_l(t)z(t)dt] s a7

kai z > 0 gaunama: ¢, < 0 ir atitinkamai |an| < |c2,n]-
Daliniu atveju funkcijy ry, n > 2, T € [20; 00) ekstremumai kai

d bn 1 d
a;'r‘n = 2;; I:W [an- (a‘-bn) - bn' (2bnmn_12an)”

bam, - .
= 222 g - 2(bn)] = 0. (18)
(an)
Jei Yo, Cln» C2m» C3, Ca4 parinkti tokie, kad rn(zo) = (%:1)2 < max(rn),

(o) < max(rp—1), liMmp oo ‘2" = 0 ir kai turime r,, ekstremuma-max 2(a,)? > 1,

b—-(’:—)‘;‘—z # 0, tuomet pagal (18) lygti Tn—1 — 2(bn)2 = 0, (bn)? = rn(an)?

Tn = ——Tz(a yz ir max(r,) < max(rn—1), limg_oo7s = 0 (12a). Tuo paiu metu yo,
€1,n, €3, C4 atitinkangios ribos (12b) ir (12¢) egzistuoty. Pagal (11) lygtis gauname

1 d

Ty dz ant),

i In(@ny1) = 2bpt1- M- 2, mMp =

dx

C1,n+1 r Cln+1 [ Tn(t) d
n =T nt M = — —_— n .
bnt1 o +/r My zd ™ +/ Ber(@) d ln [ant+1(t)]dt. (19)

o Zo
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Tada teisingos ir Sios ekvivalencios lygtys

d d

2bp41 abn+l =Ty In(an41),

(® 1)2=(——°""+1)2+ () 10 [an g (£)] dt. (20)
nt kn et

To

Jei yo, €1,n, C2,n, €3, C4 parinkti tokie, kad egzistuoty ribos

lim ¢;,=0, limb,=0, lim a,=cypn,
n—oo n—o0o0 n—o0

lim S g (,}i“;o ra =0, uza)), e

n—00 Kn_1

tuomet kai n — oo, (c‘k;““)2 = 0 pagal (20) lygti randame riba (12c):

(b"+1)2 _ 'a'n 2__ Sn+1 z_l i 9_
e S Y G- / ra(t) 35 10 an 2 (8)

Tn
. 'Sn+l 2 T 1 [ d _
nan;o ( S, ) = r%‘lglo [E / rn(t)aln [@n+1(2)] dt] =0. (22)

Zo

Kad riba (12c), tuo pat metu ir riba (12a), jei ir lim,_,o0 | ks| <00, limg—, o0 |ms| <00,
tai ir riba (12b) egzistuoty. Pakankama salyga ¥ra, kad ribos (21) egzistuoty.

Kai € [z0;Tgal], Tn = (%:)2 = (i—-—;) img oo c1,s = 0 ir lim, oo °—,:xi =0,
ribos (12 a, b, c) bus teisingos:

1. Kai limgoo7s = 0 (12a), tuomet prie pakankamy salygy lim,_ |ks| < oo,
lim, o0 [ms| < 00, |2] < 00, teisingos ribos lim,_,00(Ss)? = limg_yoo 74+ (M,)2 = 0
(12b), lims 00 S5+ 2z = 0, limso0 a5 = C2 5, lim,_, o be = 0 ir riba (12¢) teisinga (22).

2. Kai lims 00 S = 0 (12b), tuomet prie pakankamy salygu lim,_.o |ks| > O,
limy o0 [ms| > 0, |2] < oo teisingos ribos limy_.o0 s = 0 (12a), limy—o0 S5+ 2 = 0,
lims_,o0 as = €25, lims_, 00 b, = 0 ir riba (12¢) (22).

Yra ir daugiau atveju, kai ribos (12) teisingos, kurie dél vietos stokos (6 psl. limitas)
nepateikiami. Intervalo reik§mé max(z,q:) apsprendZiama (daliniu) intervalu, kuriame
ribos (12) teisingos, optimaliai parenkant yo, fn, ¢1,n, Co,n, €3, ¢4 pagal Tian(z), kai
T € [zo; Tgal]- .

Funkcija o priklauso nuo yo ir laisvyjy konstanty c3, ¢4 # 0 parinkimo pagal funkcija
Tkan, T € [T0; Tal]:

1 = y1(z) = y1o(es — y11)s

Y10 = y10(z) = exp [j2yo(t)dt], yi1 = yu(z) =]

To To

1
—dt,
y10(t)
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y2 = ¥2(T) = ca- Y10 Y22, Y22 = Y22(T) = exp [/ =2y (t)- Y(t)dt] )
o

ro = ro(z) = (yl) [M]2 - [(6_3__&1_2]2 23)

Y2 C4- Y10° Y22 Cq* Y22

Kad gautume funkcija ro < oo intervale z € [zo,xgal] kai —00 < Tkan < 00,
pakankama salyga yra: —oo < yo < 00 ir —oo < Yo + Tkan < 00; tuomet ir |2| < oo.
Funkcijos z = yo-Y Zenklas signum(z) =signum(cs-Y), pvz,, z 2 0, kai Y >
(pakanka y{ + Tkan = 0) ir ¢4 > 0. Kai yo < 00, tal 0< y11 <oo,kaiireg < 0:y1 € 0
irjeiY >0, tuomety;-Y <0 # 0o, y22 2 1, dzyzz > 0ir g < oo. Patogu isreiksti
funkcija yo per funkcija y3 = y3(z) .

z s
1
Yo =y3 + / 3 [Irkan(t)l - Tkan(t)] dt, yo > ys. (24)

To

Jei L(z) > 0 (y = 0)irys > 0(yo > 0, 0 > y3), tuomet yo > 0, y1o 2> 1,
0< d‘i ym=55<1L Y > 0;ir y3, c3, c4 apsprendZia max(ro) reikSme, bei 3i maksi-
muma atitinkan¢io ta§ko z reik¥me; galima gauti funkcija 7o < oo, pakanka c3 < 0,
ca > 0:z > 0,79 < oo. Optimalus funkcijos y3 parinkimas pagal funkcija Tkan,
z € [To; Zgatl-

Bendru atveju priklausomai nuo rxqn(z) pavidalo, kai = € [zo; zgai], gali biti tiks-
linga (reikalinga):

1) parinkti optimalia funkcija yo, konstantas c3, ¢4 (Yo,is €3,i» Ca,is 1 = 1,2,...,k)
pagal Ten(z), kai T € [Zo; Tgat] arba taikyti sprendimo atskira atveji 2; ieSkoti
sprendinio neatliekant iteracijy pagal formules (11);

2) taikyti sprendimo proceso modifikacija, vidurkis M(S.) =0;

3) taikyti pradiniame etape bendra atveji su optimaliomis funkcijomis ¢; , = ¢1,2(Z),
fn = fn(z), tolesniame — dalini atveji;

4) taikant dalini atveji, kai z > 0 ir M(S,) = 0 didéjant n gaunama: cin €0,
|an| < |c2,nl, gan tipinis Ty, ir didéjaniy b funkcijy pobidis; tikslinga tarpiniuose
etapuose taikyti bendra atveja su optimaliomis, artimomis pagal pobudi funkcijo-
mis ¢1 n(z), fn(x);

5) sumaZinti intervalo [Zo; Zga1] reik8me zo; skaidyti kintamojo « intervala [Zo; Zgall
i dalinius (persidengiangius) intervalus; kai T < zq ir £ > Tqq pakeisti originalo
funkcija 7kan(T) = Tiaisva(T), atitinkamai daliniuose intervaluose.

Aproksimacijos, skaitinio sprendimo galimybes ir metodo esme iliustruojantis
pavyzdys

Sprendziama lygtis pavidalo v’ = u? + r(z). Sprendimo proceso modifikacija da-
liniam atvejui, kai yo(z) = f; —r(t)dt, fn = Lean =1, ¢c3 =0,¢c4 = 1,
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c1,nreik¥mes i¥ lygties: vidurkis M(Sp-2) = 0; 20 = 0, Tga = 3 5,
r(:::) = (k{%’-)2 cos(107mz)? + (1 +2z)7 cos(101rx) — 21?2 — 1k + 3sin(10mz) —
= —(T+ 3), Uteor = Uteor(T) = OB L f(z)sin(107z) - imomas palygmlmul

vienas teorinis sprendmys

Lygties v’ = u? + r(z) aproksimuotas atskiras sprendinys Uaproz gautas i§ aproksi-
muoto (max(n) = s = 6) lygties bendrojo sprendinio; laisvoji konstanta C' apskaiiuota
pagal Zinomo palyginimui teorinio ;.. sprendinio pradines salygas.

Palyginimui sprendinys %Rkadapt Su MathCAD: Rkadapt(Y0, o, Zga1, N, D),
N =8-103.

PavyzdZio atveju gauti rezultatai: pateikto metodo aproksimuoto sprendinio uaproz ir
gauto su MathCAD programa sprendinio urkqdapt paklaidos, lyginant su teoriniu spren-
diniu %¢e0r, vienodos eilés.

Didéjant n, spartus konvergavima apibréZian€iy funkcijy kitimas: kai n = s, funkcijos
b, - 0,a, —» 1, S, — 0irr, — 0. Identidkai daliniu atveju be sprendimo proceso
modifikacijos, kai ¢1,n = 0ir zgq1 < 2, 8. SprendZiant pavyzdi pagal metodika (atvejis 2)
gauti identi3ki rezultatai, kai max(n) = s = 4 ir prie maZesniy z 40 reik¥miy.

Sie pavyzdziai iliustruoja metoda ir patvirtina jo teisinguma.

I$vada

Gauta Rikatio lygties bendrojo sprendinio analitiné israiSka; pasinaudojant $ia iSrailka
gauta antros eilés tiesinés diferencialinés lygties bendrojo sprendinio analiting iraiSka.
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Solution of Riccati equation
K.R. Petrauskas, I. Skudas, I. Petrauskiené, A.V. Biida

An analytical expression of general solution of Riccati equation is received. An analytical exp-
ression of general solution of second-order differential linear equation is received by solving Riccati
equation.



