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1. Ivadas

Dar praeitame Simtmetyje J.A.F. Plateau, eksperimentuodamas su muilo plévelémis, at-
kreipe démesi, i désningumus, kurie leido teigti, kad plévelés minimizuoja savo pavirgiaus
plota. R. Courant ir H. Robbins [3] i§populiarino ,,matematiniy ekstremaliy problemy
eksperimentinio sprendimo* idéja. Jie rémési idealizuoty pléveliy, esant sudétingiems
apribojimams, savybémis. Vienas jy pavyzdZiy - vaizdi trumpiausio tasky jungimo ploks-
tumoje (Steinerio) uzdavinio sprendimo id¢ja, kuri keturiy fiksuoty tasky atveju iliustruo-
jama 1 pav.

Cia du lygiagretls pavirSiai sujungti strypais, kuriy padétis atitinka jungiamy tasky
koordinatéms. Panardinus sistema i, muilo tirpala ir ja iStraukus plévelé sudaro struktiira
i§ vertikaliy juosty, jungiantiy strypus. Kadangi plévelés plotas minimalus, o jos briaunos
statmenos pavirSiams, plévelés projekcijy i horizontalia plok§tuma bendras ilgis taip pat
minimalus.

2. Steinerio uidavinys

Steinerio uZdavinyje ieSkoma trumpiausio tinklo, jungian&io n fiksuoty tasky plokstu-
moje, leidZiant ivesti norima papildomy tasky (Steinerio taSky) skaiciy. Tegul T — mini-
malus tinklas i$ virS@iniy ir briauny, jungianciy taskus, o G(T') - tinklo T grafas. Tinklas
T turi tenkinti savybes [5]:

e visos briaunos yra tiesiy atkarpos;
o G(T) yra medis;

— 1!
AL
(N

1 pav. Steinerio uzdavinio eksperimentinio sprendimo idéjos iliustracija.
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e kampai tarp bet kuriy dviejuy briauny ties vir§inémis lygiis maZiausiai 120°;

e vir§iiniy, atitinkanéiy Steinerio ta¥kams, laipsnis lygus 3, o kampai tarp briauny
ties Steinerio taskais lygis tiksliai 120°;

o didziausias Steinerio ta¥ky skaitius lygus n — 2.

Siy savybiy nepakanka, kad tinklas biity globaliai optimalus. Paprastai $ias savybes
tenkina daug skirtingo ilgio tinklo konfigiracijy. PavyzdZiui, 1 pav. vaizda pasukus 90°,
gautume kitos leistinos konfigiiracijos vaizda. Augant fiksuoty taSky skaiciui n skirtingy
konfigiiracijy skaiéius auga eksponentiskai; Euklidinis Steinerio udavinys yra kombina-
torinis, N P sunkus [4].

3. Sausy ir drégnuy pléveliy modeliavimas

1 pav. iliustruoja minimalaus ilgio plévelés varianta, vadinama sausa plévele [2]. Ju mo-
deliavimas siekiant spresti Steinerio uzdavini netikslingas, nes galimos jvairios stabilios."
sausy pléveliy buklés.

Drégnos pleévelés [2] néra susiglaude visu perimetru, o gali apgaubti tam tikra skyscio
kieki. Drégnos plévelés, gaubianéios 20 fiksuoty tasku, pavyzdZius matome 2 pav. Tokia
plévelée minimizuoja savo ilgi, esant apribotam skyscio plotui.

Minimalaus ilgio drégnos plévelés kreive gali susideti tik i§ tokiy fragmenty [2]:

e vienodo spindulio R apskritimo lanky;
o tiesiy fragmenty, kuriuose plévele dviguba (susiglaudusi).

2 pav. iliustruoja pagrindine straipsnio ideéja [6] apie idealizuoty drégny pléveliy
evoliucionavima i Steinerio uzdavinio sprendini palaipsniui maZinant plévelés ribojama
plota. Si iliustracija gauta naudojant specialiai sukurtg idealizuoty pléveliy modeliavimo
programine iranga. Kreives lanky centry koordinatés randamos sprendZiant netiesiniy
lygliy sistema, esant duotam lanky spinduliui R.

Pradinéje modeliavimo stadijoje lanky spindulio R reik§més parenkamos ypa¢ didelés
(2a pav.), todél tik dalis fiksuoty tasku, priklausanciy iskilam apvalkalui, lie¢iasi prie mi-
nimalaus ilgio kreivés. Cia modeliuojama plévelé turi tik viena stabilia bukle, atitinkanéia
vieninteliam kreivés ilgio minimumui.

Su kiekvienu modeliavimo Zingsniu spindulys R kei¢iamas palaipsniui maZinant ri-
bojama plota, skai¢iuojama nauja kreivés forma, pradiniam priartéjimui naudojant anks-
tesnio Zingsnio sprendini.

Po kiekvieno Zingsnio tikrinama, ar nejvyko vienas i$ ivykiy:

e susilieté gretimi lankai ties fiksuotu taSku (Zitr. 2b pav. apatini kampa);
o susilieté negretimi lankai (2¢ ir 2d pav.);
e kreive palieté anks¢iau kreivés neliesta fiksuota taska (2b ir 2¢c pav.).

Siais atvejais atliekami atitinkami lyggiy sistemos pakeitimai.

Modeliavimas baigiamas pakankamai sumaZinus plévelés ribojama plota, kai beveik
visg kreive sudaro tiesiy fragmentai (2f pav.), o plévelés forma praktiSkai priartéja prie
minimalaus Steinerio tinklo formos.
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a) b)
c) d)

e) D

2pav. Plévelés, gaubianios 20 fiksuoty tasky, evoliucijos iliustracija.
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MaZinant ribojama plota atsiranda ir daugiau stabiliy plévelés bikliy (kreivés ilgio
lokaliy minimumy), i kurias nepakliinama palaipsniui maZinant ribojama plota.

4. Lygdiy sistema

[veskime Siuos apibréZimus kreivés elementams.

Jungiamus taSkus vadinsime fiksuotais taskais P;,i = 1,...,n.

Taskus, atitinkan&ius lanky galams, vadinsime kampais C;, 7 =1,..., m.

Jei kampo koordinatés sutampa su atitinkamo fiksuoto tagko koordinatémis, kampa
vadinsime drégnu (pavyzdZiui, 2a pav. visi kampai drégni). Likusieji kampai yra sausi
(pavyzdZiui, virSutinis deSinysis 2b pav. kampas).

Kiekvienas kampui C; galime priskirti dviejy ji sudarandiy lanky centrus 0j1ir Oja.
Taip pat kiekvienas kampas C); turi savo bazg, kuria gali biiti:

1. Fiksuotas taSkas P; g su tomis patiomis koordinatémis, kaip ir pats kampas

drégno kampo atveju.

2. Fiksuotas taSkas P; g, tiesés fragmentu besijungiantis su savo kampu (2b pav.

apatinis fiksuotas taskas).

3. Kitas kampas C} g, tiesés fragmentu besijungiantis su savo kampu (2b pav.

matome du kampus su tokiomis bazémis).

Tada duotam kreivés lanky spinduliui R turésime tokio tipo lyggiy sistema.

1. Kiekvienam drégnam kampui:

d(Pjp,0j1) = R; ¢))
d(P;B,0j2) = R. 2)

Ciair toliau d( A, B) - Euklidinis atstumas tarp tasky A ir B.
2. Kiekvienam sausam kampui, kurio bazé — fiksuotas takas:

d(P;B, 0j51) = d(P;p, 0;2) | )
3. Kiekvienam sausam kampui, kurio bazé — kitas kampas:
d(C;B,0;1) = d(C;p, Oj2). O]
Taip pat kiekvienam sausam kampui galioja lygtis:
d(0;1,0j2) = 2R. )

Lygtyse (4) sausy kampy C; koordinatés z(C;) ir y(C;) randamos i§ dviejy kampui
atitinkanciy centry O ir Oj2 koordinatiy:
z(C;) = (2(051) +2(052))/2;
¥(C5) = (¥(051) + y(0;2))/2.
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Lygtiy sistemos (1-5) kintamieji — centry koordinatés z(0j) ir y(O;). Sistemos
sprendimas duotam spinduliui R greiiausio nusileidimo metodu nekelia Zymesniy skai-
Ciuojamujy sunkumy esant pakankamai geram pradiniam sprendiniy priartéjimui.

5. Pléveliy evoliucijos modeliavimo skaic¢iuojamieji aspektai

Pagrindiniu sunkumu, kylan&iu modeliuojant pléveliy evoliucija, laikytinos ,mirties
taSky“ situacijos. Jose, palaipsniui sumaZinus spinduli R Zemiai kritinés reikimes R,,
neimanoma rasti lyggiy sistemos sprendiniy, naudojant pradiniam priartéjimui ankstes-
nio Zingsnio rezultatus.

3 pav. iliustruoja plévelés fragmenta, kuriame tokia situacija susiformavo. Cia toli-
mesné evoliucija imonoma ne maZinant, o didinant spindulj R.

Plagiau $iy situacijy prigimtis analizuojama [2] ir [7].

6. Algoritmo testavimas

Testuojant pléveliy evoliucijos algoritma spresta penki uZdaviniai i3 tiksliai i$spresty uz-
daviniy bibliotekos (n = 10); visy sprendiniai buvo tiksliis. Dviejy i§ jy tikslas sprendi-
niai iliustruojami 4 pav.

Standartiniai testiniai u¥daviniai Steinerio u¥davinio sprendimo algoritmams iban-
dyti galima rasti [1] (taip pat interneto adresu http://mscmga.ms.ic.ac.uk/

3 pav. Plévelés fragmentas, iliustruojantis ,,mirties tako“ situacija.

4 pav. Testiniy uZdaviniy sprendiniai.
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jeb/orlib/esteininfo.html). Ten pat pateikti tikslis $iy uZdaviniy sprendiniai,
gauti atlikus didZiulés apimties skaiiavimus racionaliai generuojant visas galimas Stei-
nerio tinklo konfiguracijas ir lyginant jy ilgius [8].

Kol kas nepavyko rasti kontrpavyzdZiy, kuriy sprendimas naudojant stralpsnyje apra-
Syta algoritma duoty neoptimaly tinkla.

7. ISvados

Rysio tarp idealizuoty pléveliy evoliucijos ir trumpiausio taSky jungimo plokitumoje eg-
zistavimas teikia galimybes naujy, netradiciniy sprendimo algoritmy konstravimui. Ana-
logiskai galetume konstruoti algoritmus ir kity kombinatoriniy uZdaviniy plok§tum01e,
pavyzdznul keliaujancio prekeivio, uZdaviniy sprendimui. -

Zinoma, toks sprendimo biidas kelia daug klausimy. Neaisku, ar ypa¢ didelés apimties
uZdaviniuose modeliavimo paklaidos nesukels esminio sprendiniy nestabilumo. Biitini
tolesni tyrimai iveikiant mirties taSko situacijas §lapiy pléveliy modelyje bei skai¢iavimu
apimties priklausomybé nuo fiksuoty tasky skaiéiaus.
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Models of idealized films and optimal networks relations between the
problems and simulation results

V. Saltenis

Simulation of idealized films under complex constraints is an instrument of investigating
length-minimizing curves. If we select the proper evolution of the curves, their shapes may appro-
ach to the solution of some combinatorial problems.

The simulation of wet films was used in algorithms and software for solving the Steiner prob-
lem. The results of the computational experiments are presented.



