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1. Ivadas

Erdvéje isdéstyty N sfery (N > 2) potencialas u Dekarto koordinatése apytiksliai yra
idreiskiamas formule o

L\ bk CSH(L, m, 7k)
Z ',.,J(ZHI) ! O

¢ia Imaz yra skleidinio eile, CSH yra kompleksinés sferinés funkcijos (Complex Solid
Harmonic), 7y = ( — Zk,y — Yk, 2 — 2k ), Tk, Yk, 2k — k-0sios sferos centro koordinateés,
koeficientai b ;,myra randami i§ lyggiy sistemos
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i=1...,N,l =1,...,lmaz, m = —I,...,1, koeficientai c(l;, m1,l,m,1,7) yra
iSrei§kiami per kompleksines sferines funkcijas ir Kleb§o—Gordano koeficientus, ro; —
sfery spinduliai, €;, € — sfery ir aplinkos dielektrinés konstantos, koeficientai charakteri-
zuoja idorini lauka [1, 2]. Si sistema tiesiné ir i§ viso turi N(lmaz + 1)? lyggiy.

Siame darbe pasitelkiant kompiuterinés algebros sistema MAPLE 7 randama anali-
ziné sprendinio i§raiSka. Kompleksines sferines funkcijas mes naudojame i§ paketo orbi-
tals, kuris yra MAPLE R4 ir MAPLE RS Share bibliotekose. Kleb§o—Gordano koeficien-
tams apskailiuoti yra sudaryta procedira cg(j1, m1, 52, m2, 53, m3). KlebSo—Gordano
koeficientai yra simboli$kai apskaiCiuojami atskirai ir saugomi i3retintame(sparse) Se-
Siamaciame masyve KG. Tuo yra sutaupomas laikas lyg¢iy sistemos formavimui, nes
koeficientus pakanka apskaiciuoti tik viena karta. Daugelis Kleb§o—Gordano koeficienty
yra lygiis nuliui, todél iSretintasis masyvas uZima palyginti nedaug vietos. Visi Klebio—
Gordano koeficientai yra saugomi tiksliu simboliniu pavidalu: r/n; &ia r — racionalusis,
n — natiralusis skaiiai. Surastas koeficienty masyvas gali biiti panaudojamas kity uZda-
viniy sprendimui. Misy pavyzdyje, kai pirmasis masyvo indeksas kinta nuo —20 iki 20, o
likusieji penki — nuo —10 iki 10, 600 MHz kompiuteriu §is masyvas yra apskaiiuojamas
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per nepilnai tris valandas, o i§saugomas failas cg20.m kompiuterio diskiniame kaupiklyje
uzima 3015354 baitus.

Bendru atveju gaunama tiesiniy lyggiy sistema su kompleksiniais koeficientais. Toliau
simboliSkai sprendZiama §i sistema. Sistemos sprendinij istatome i formule (1) ir gauname
analizing potencialo i3rai¥ka. Rasta potenciala galima tirti analiti¥kai ir grafidkai [3]. Sis
sprendimo budas yra ypatingas tuo, kad gautas sprendinys yra tikslus(nes jame néra apy-
tiksliai i§feik§tu koeficienty). Toliau galima apskai&iuoti skaitines sprendinio reik3mes
atskiruose taSkuose su bet kokiu tikslumu. Tai leidZia Maple galimybeés. Tiksliai i§spresti
lygliu sistema pavyksta, kai lyg&iy skaiCius yra palyginti nedidelis(iki 200). Esant di-
desniam lygc€iy skaitiui tenka pereiti prie apytikslio sprendimo su Maple arba panaudoti
MATLAB sistema [3] arba net panaudoti superkompiuterius su lygiagreciy skai¢iavimy
galimybémis. -

Toliau yra pateikiamos dvi neprikausomos programos Maple 7 aplinkoje: pirmojoje
yra apibréZiama KlebSo-Gordano koeficienty skai¢iavimo procediira ir formuojamas ko-
eficienty masyvas, antrojoje — formuojama lyg&iy sistema, simbolidkai Jji sprendZiama ir
randama analiziné potencialo i3raika. Norint §iame darbe sutalpinti analizing sprendinio
iSraiSky, mes imame dviejy sfery atveji N = 2 ir skleidinio eile Imaz = 2. Siuos para-
metrus galima keisti, bet labai didinti negalima, nes tiksliam sistemos sprendimui turéty
biiti teisinga nelygybé N (Imaz + 1)2 < 200.

2. Kleb3o-Gordano koeficienty apskai¢iavimas

restart;

cg:=proc(jl,ml, j2,m2,3j3,m3)

local fa, NUMAX;

fa:=x->if x<0 then 0 else 1/x! fi;
NUMAX:=min(jl+3j2-3j3,jl-ml, j2+m2)+1;

if abs(j1-j2)>33

or j3>j1+3j2

or m3<>ml+m2

or 2*max(3jl,j2,33)-j1-j2-33>0

or (jl<abs(ml) or j2<abs(m2) or j3<abs(m3))

then 0 else

(-1)~(31-j2+m3) *sqQrt ((2*33+1) * (j1+j2-33) 1 *

(31-32+33) 1*(-J1+32+33) 1/ (J1+j2+53+1) 1 *

(31+4ml) ' * (F1-ml) ! *(J2+m2) ! *(32-m2) 1 * (§3+m3) ! * (3-m3) 1) *
sum(‘(-1)"(z+3j1-j2-m3) *(fa(z)*fa(jl+j2-j3-z) *fa(jl-ml-z)*
fa(j2+m2-z) *fa(j3-j2+ml+z) *fa(j3-jl-m2+z)) ', ‘z'=0..NUMAX) ;
fi;

RETURN (%) ;

end proc:

n:=10:

CG:=array(sparse, -2*n..2*n,-n..n,-n..n,-n..n,-n..n,-n..n):
for j1 from -2*n to 2*n do

for j2 from -n to n do

for j3 from -n to n do

for ml from -n to n do

for m2 from -n to n do
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for m3 from -n to n do

cg(jl,3j2,33,ml, m2,m3);

if %$<>0 then CG(jl, j2, j3, ml, m2, m3):=%; end if;
od;od;od;od;od;od;

#save CG, "cg20.m";

Lygctiy sistemos sudarymas

Tarpiniai rezultatai yra nei§vedami.

>
>
>
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restart;
lmax:=2:
with(share) :readshare(orbitals, science): with(orbitals):

Aplinkos €:
epsilon:=1:
Ivedame sfery skaiciy, centry koordinates, spindulius ir jy €:

N:=2:

s1:=(-2,0,0},1,2:

s2:=[2,0,0],1,2:

sk:=N* (lmax+1)"~2:

AA:=(i,j,k)->if i=1 and j=0 then 1 else 0 fi:

for k to N do r||k:=S||k[2]);epsilon]||k:=S||k[3]; od:

for i to N do for j to N do
rv|]i||j:=S]|3[11-8||il1);r||i]|]|]j:=1linalg[norm] (%,2); od;od:
eqn:=(i,j)->if j=i then B|[i[l,m]*

(epsilon| |i*l+epsilon*(1+1)) /(x| |i)~1

else Sum(Sum('B||j[11,ml)*c(11,ml,1,m,i,j)*
(r|]i)~1*(epsilon||i-epsilon)
*1','ml’=-"11".."11"),'11'=0..'1max’') fi:
EQs:=seq(sum(’‘eqn(i,j)’,’j'=1..N)=
-A(l,m,i)*1*r||i~1*(epsilon]| |i-epsilon),i=1..N):
eqs:=[seq(seq(seq(combine (G| |k(1l,m)),m=-1..1),1=0..1max),
k=1..N)]:

for k from 1 to N do G| |k:=unapply(value(EQs(k]),1l,m) od:
A:=AA:

c:=(12,m2,11,ml1,i,j)->

(-1)~(12+ml-m2) *£2(2*12+2*11-1)/£2(2*12-1)/

£2(2*11+1) /x| |i| |3~ (11+12+1) *Y (i, 5,11+12,m2-m1) *
((2*11+42%12+1) *(2*12+1)/(2*11+1))"~(1/2)*
CG(11+12,0,12,0,11,0)*CG(11+12,m1-m2,12,m2,11,ml):
Y:=(i,j,1l,m)->expand(subs(r=r||it|j,x=xv||i|]|3j(1]),
y=rv||i| |3 (2], z=xv]||i||F(3],

2*sqrt (Pi) *ComplexSolidHarmonic(l,m,x,y,z)/r"1)):
f2:=n->if type(n,even) then 27(n/2)*(n/2)!

elif n=-1 then 1 else n!/f2(n-1) fi:

CG:=cg:
ks:=[seq(seq(seq(B||k[l,m],m=-1..1),1=0..1max) ,k=1..N)]:
C:=linalg(genmatrix] ([combine(egs(1])],ks,b||1):

for k from 2 to sk do

C:=linalg[stackmatrix] (C,linalg[genmatrix]

([combine (expand(egs(k]))1,ks,b]|k)):
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end do:

B:=[seq(b| |k([1],k=1..8k)]:

read "cg20.m";
cg:=(12,m2,11,ml,i,3)->C6(12,m2,11,ml,i,5]:
map (value,C) :

map (combine, %) :

C:=evalm(%) :

Lyg¢iy sistemos sprendimas ir sprendinio formavimas

linalg(linsolve] (C,B) :

map (combine, %) :

sol:=linalgl(genegns] (linalg(diag] (1$sk),
[seq(seq(seq(B||k[1l,m],m=-1..1),1=0..1max),k=1..N)),%) :
assign (%) :

sum(sum(b(1l,m]*CSH(1,m,x,y,z) /r*(2*1+1) ,m=-1..1),1=0..1lmax) :
CSH:=ComplexSolidHarmonic:

u:=map (normal, %%) :

[seq(subs (seq(seq(b(l,m}=B||k(1l,m],m=-1..1),1=0..1lmax),u),
k=1..N)]:

sum(’subs (r=sqrt(x"2+y"~2+z72),x=x-S| |k[1] (1],

y=y-S| |k[1]1(2],z=2-S| |k[1]1[3),%([k])’,'k’=1..N):

if has(%,I) then evalc(%);subs(I=0,%);map(combine,%,power):fi:
map (combine, %, power) :

Analiziné potencialo iSraiska

ApibréZiame funkcija U(z, y, 2), kuri ir yra ieSkomasis potencialas:

>
>
>

U:=unapply(%,x,y,z) :U(x,y,z):
map (simplify, %) :
student [completesquare] (%, x) ;
38272 V3z 128 (z+2)2/3

_ +
307371 \/1—r(($+2)2+y2+7—2)3/2 307371 ﬁ((z+ 2)2+y2+22)5/2

38272 V3z _ 128 2(z-2)V3
307371 ﬁ((z_2)2+y2+22)3/2 307371ﬁ((3—2)2+y2+22)5/2

Gavome potencialo antrosios eilés (Imaz = 2) artinio analizine i¥raiska. Siame pa-

vyzdyje vienetiniy sfery centrai yra ta¥kuose O; (—2, 0, 0) ir O5(2, 0, 0). Gautoji funkcija
yra trijy kintamyjy. Jos tyrimui galima panaudoti visas kompiuterinés algebros sistemos
Maple galimybes.
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Investigation of one task of the potential theory
A. Domarkas, R.J. Rakauskas, A. Vo§teriené

Using computer algebra package Maple we compute aproximative analytical solution. For
Clebsch-Gordan coefficients was used sparse matrix array.



