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1. Ivadas

Klausimas apie jutiminio ir racionaliojo pazinimo santyki didaktiniu aspektu klasikingje
matematikos pedagogikoje yra sprendZiamas derinant matematikos, kaip logiskai i3-
baigtos aksiominés teorijos samprata ir didaktikos principus. Ugdyma traktuojant kaip
perdavima ir perémima, didZiausias vaidmuo yra skiriamas Ziniy ir igidZiy sistemos
isisgvinimui, o $iam tikslui realizuoti geriausiai tinka reprodukciniai metodai, perteikian-
tys matematika kaip iSbaigta teorija. Stebéjimo ir eksperimento, kaip empiriniy paZinimo
metody paskirtis tuomet yra iliustruoti matematines objekto savybes ar pavirtinti, paneigti
teiginio, kurj reikia i$mokti, teisinguma [6].

Mokymosi paradigma, kuria remiasi dauguma Siuolaikiniy didaktiniy teorijy, ma-
tematini ugdyma traktuoja kaip tyrima [7]. Moksleivis tuomet yra tarsi eksperimen-
tatorius, kuris bando, improvizuoja, schematizuoja, daro klaidas, jas taiso arba keicia
naujomis klaidomis ir taip kuria matematines savokas, atranda ir tikrina matematinius
teiginius, sudaro algoritmus. Taigi eksperimentas tampa ne vien fakty kaupimo irankiu,
bet ir galingu matematinés teorijos konstravimo instrumentu. Toks eksperimento vaid-
muo neprie§tarauja matematikos prigimciai. Nors visuotinai pripaZistama, kad matema-
tika néra empirinis mokslas, empiriniy metody ir induktyvaus protavimo svarba matema-
tikoje pabrézé Zymiausi mokslininkai: B. Russell, H. Weyl, Godel, K.F. Gauss, A. Pu-
ankare, L. Euler, J. Dieudonné ir kt. [10]. Mokytojui, kaip mokymosi aplinkos organi-
zatoriui, tuomet tenka spresti empirines ir dedukcinés matematinés veiklos aspekty
suderinamumo problema. [vairiose $alyse atlikti tyrimai (pavyzdZiui [1], (2], [8]) rodo,
kad realiai mokykloje egzistuoja didZiulis atotriikis tarp pragmatiniy ir intelektualiy ma-
tematikos pagrindimo metody.

Viena i§ Siuolaikinés pedagogikos nuostaty yra jautrumas ir démesingumas mokslei-
vio jau igytoms konstrukcijoms, todél yra prasminga ugdant matematinio tyrimo meto-
dologijos samprata pasinaudoti jau egzistuojan¢iomis, moksleiviui priimtinomis eks-
perimentinio tyrimo schemomis. Tuo pagrindu, galima suformuluoti moksling prob-
lema: kokie yra eksperimento, kaip tyrimo metodo rai§kos moksleivio realioje matema-
tinéje veikloje bruozai?

Tyrimo objektas yra eksperimento kaip mokslinio paZinimo metodo funkcionavimas
mokyklinéje matematikoje.
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Tyrimo tikslas — atskleisti eksperimento funkciju ivairove mokyklinio matematinio
tyrimo struktiiroje. Tai galéty padéti ieSkoti optimaliy saveikos su moksleiviu biidy, ska-
tinanCiy matematinio tyrimo metodologijos samprata.

Tyrimo metodai: veiksmo tyrimas (action research), vieno atvejo analizé. Metodinéje
matematikos literatiiroje yra gausu eksperimento pavyzdZiy, ta¢iau daZniausiai apraSyta
veikla néra vadinama eksperimentu, paZinimo proceso schema nenagrinéjama, medZiaga
siejama su psichinés savybés (vaizduotés, atminties) ugdymu, modeliavimu, realaus uz-
davinio sprendimo paie$kos rekomendacijomis. Toliau straipsnyje mes pademonstruo-
sime keleta skirtingy moksleiviy matematinio paZinimo schemy ir intrepretuosime rezul-
tatus.

2. Tyrimo metodika ir organizavimas

Tyrimas buvo atliekamas remiantis kokybinio veiksmo tyrimo metodologija [9]. Koky-
binio tyrimo metodo pasirinkima lémeé tyrimo objekto specifika. Ne pamoky metu buvo
organizuota moksleiviy matematiné projektiné veikla — vaikai tyré pasirinkta matemati-
kos problema (platiau Zr. [3]). Vienas i§ mokymosi veiklos tiksly buvo supaZindinti mok-
sleivius su matematinio tyrimo metodologija ir juy naudojamy tyrimo metody pagrindu
plésti ir tobulinti empiriniy ir teoriniy paZinimo biidy saveika matematikos mokymo(-si)
procese. Per uZsiémimus ir po ju buvo fiksuojami moksleiviy veiklos etapai, remiantis
eksperimento tipologija[4] i§skiriami moksleiviy empirinés veiklos modeliai ir analizuo-
jamas jy santykis su teoriniu pagrindimu. Tiek struktiiruodami mokomaja aplinka, mode-
liuodami mokytojo ir mokinio saveika, tiek interpretuodami tyrimo duomenis rémémeés
konstruktyvistine tyrimo paradigma [5].

3. Tyrimo rezultatai ir interpretacijos

Valdemaras, 10 kl. Tiesiu susikirtimo tasky skaiciaus uzdavinys

Problema. Duota n nelygiagre€iy tiesiy, i kuriy ne daugiau kaip dvi kertasi viename
taske. Rasti maksimaly Siy tiesiy susikirtimo tadky skaiCiu.

Buvo sutarta, kad moksleivis ,,galvos balsu*. Pateikiame charakteringiausius mokinio
veiklos momentus bei jy interpretacijas. Moksleivio kalbg ir veiklos aprasa iSskirsime
kursyvu, interpretacijas raSysime lauZtiniuose skliaustuose.

V: Dvi tiesés — vienas taskas. Tarkime, turime 3 tieses. (BréZia).Tada bus trys susikir-
timo taskai. Jei tiesés keturios, kas tada? (BréZia). Gali biti visaip. Labai ivairis atvejai,
skirtingos tiesiy padétys... Vis tiek nesigaus daugiau kaip 6 susikirtimo taskai. 1, 3, 6,
vadinasi toliau bity 9.

[Moksleivis eksperimentuoja su konkregiais objektais (popieriaus lape nubréZtomis
tiesémis). Eksperimento rezultaty pagrindu induktyviai formuluoja hipoteze H1].

V: Patikrinkime. (BréZia 5 tieses, tadiau situacijq, duodan&iq maksimaly susikirtimo
tasky skaiciy nustato ne is karto). Pasirodo, yra 10 susikirtimo tasky.

[Valdemaras atlieka kritini eksperimenta: tikrina ir atmeta empiriniu pagrindu sufor-
muluota hipotezg.]
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V: 1, 3,6, 10... Kas toliau? Jei duotos 6 tiesés... (bréfia). Kazkokia painiava, reikia
sugalvoti gudresni biidq ty tasky skaiciavimui. Kiekviena i§ ty tiesiy vis tiek turés susi-
kirsti su likusiomis penkiomis. O tiesés yra SeSios. Tada... penki kart Sesi — 30. Tikriausiai
per daug.

[Moksleivis tesia eksperimenta sickdamas gauti daugiau empiriniy faktu, tatiau, ir tai
esminis liiZis, keiCia stebéjimo objekta: vietoje susikirtimo tasky skaiéiy iSreiskiancios
sekos jis pradeda analizuoti taSky ,,susidarymo mechanizma®. Pakites stebéjimo objek-
tas i83aukia ir tyrimo metodikos kitima. Si virsma salygojo uZdavinio situacija: nubrézti
6 tieses taip, kad jos kirsty viena kita, yra gana sudétinga. Valdemaras, naudodamas
stebéjimo rezultata kaip prielaida dedukcijai, formuluoja hipoteze H2, tatiau intuityviai
jautia, kad Sios hipotezés tikétinumo laipsnis yra mazas. Nuojautos pagrindas — anks&iau
atlikti stebéjimai.)

V: Palaukit, tuoj patikrinsiu, tuo biidu galima skaiciuoti susikirtimo tasky skaiciy ir
prie§ tai buvusiems atvejams. Jei tiesés trys — trys kart du lygu SeSiems... Palaukit, ia
kaZkas ne taip. Juk mes gavome bréZdami tik tris susikirtimo taskus. Jei tiesés keturios —
keturi kart trys —lygu 12... Kodél as gaunu dvigubai daugiau tasky?

[Veél stebime samprotavima pagal kritinio eksperimento schema, tikrinama ir atme-
tama hipotezeé H2. PaZymétina, kad realiai eksperimentas nekartojamas, tikrinimui pa-
naudojami ankstesni empiriniai duomenys.]

V: Na gerai, nusibrésiu dar kartq as tas tris tieses. PaZymékim jas raidémis k, |, m,
0 jy susikirtimo taskus — A, B, C. Taip bus lengviau tuos taskus suskaigiuoti. Kur pusé
Ju dingsta? Tiesé k kerta likusias dvi, gaunam du susikirtimo taskus. Dabar tiesé I. Aha,
dabar man aisku, juk kiekvienq taskq a§ iskai¢iuoju du kartus. Vadinasi, is tikrujy susi-
kirtimo taSky bus dvigubai maZiau: du kart trys, ir rezultatq daliname is 2.

[Moksleivis kartoja eksperimenta keisdamas stebéjimo objekta. Tiesiy ir tasky var-
dai palengvina sankirtos taSky skai¢iavima. PaZymétina, kad hipotezé H3 gaunama ne
induktyviai apibendrinant, o analizés biidu, suvokus, kaip atsiranda susikirtimo tagkai.]

V: Patikrinkime, ar formulé galioja, kai yra 4 tiesés: 4 kart trys, ir dalinam is 2.
Gaunam 6. Teisingai. Mokytoja, a§ isvedZiau formule. Jei turésim, pvz., 10 tiesiy, tai
susikirtimo tasky bus: 10 kart 9 ir daliname is 2. lygu 45.

[Kritinis eksperimentas parodo, kad hipotezé¢ H3 teisinga. I$ tiesy eksperimento re-
zultatas tik padidina hipotezés tikétinuma, taciau moksleivis §i empirinj tikrinimo btada
suvokia kaip irodyma.]

Mokytoja: O jeigu bity n tiesiy? Kiek tada bity susikirtimo tasky?

V: Nesuprantu, ko is manes norite ... n tiesiy? NeZinau. Neisivaizduoju.

Mokytoja: O jei turétum 100 tiesiy?

V: Cia viskas aisku 100 kart 99 ir daliname is dviejy.

Mokytoja: Pamégink paaiskinti, kodél taip skaiciuoji.

V: Tiesiy 100, as tq skaiciy dauginu is 99. Paskui rezultatq dalinu is 2. Skaicius 99 yra
I maZesnis uz 100. Juk tiesé pati saves nekerta, tai vieng atmetu. IS dviejy, nes kiekvieng
taskq skai¢iuoju du kartus.

[Eksperimenta vaikas renkasi kaip jam priimtiniausig problemos sprendimo buda, ta-
Ciau nejaudia poreikio formalizuoti rezultata. Mokytojos reikalavimas paaiskinti atlieka-
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Hipotezé I,
Hipoteze H,
Eksperimentas Kritinis
Hipotezé H, Analiz¢ eksperimentas
Kritinis
Dedukcija\Yeksperimentas
Cksperi- Kritinis Stebéjimo objektas O
mentas cksperimentas Savybés

Stebgjimo objektas O

Stebéjimo objektas Oy

1 pav. Valdemaro atlikto tyrimo schema.

mus skai¢iavimus priver¢ia moksleivi refleksuoti veikla ir tuo biidu formuluoti ,,irodyma
pavyzdyje* (proof in example).]

Mokytoja: o jei n tiesiy?

V: A, aisku. ... bus (n — 1) tiesé. Vadinasi, # I$vedZiau formule. Tuoj patik-
rinsiu, ar ji teisinga. (IraSo i formule konkrecias reikSmes ir taip gautq atsakymq lygina
su anks¢iau gautais empiriniais rezultatais.)

[Nepaisant to, kad moksleivis prie tai dedukciniu samprotavimu patvirtino Sios for-
mulés teisinguma, patikimesnis jam atrodo empirinis tikrinimas. ZodZiu suformuluota
veiklos taisyklé ir formulé jam yra skirtingi matematiniai objektai. [raSydamas i formule
konkre&ias reikdmes jis eksperimentu ,patikrina* formulés teisinguma, nors algoritmo
teisingumu jau buvo isitikines.]

ApraSyta matematinio tyrimo procesa galima pavaizduoti daugiapakope schema.
Valdo darbe galime iZvelgti beveik visas eksperimento riidis: aristoteli$kaji, bekoniskaji,
o iskelus hipoteze, ji vel tikrinama eksperimentu — vadinamasis crucial, arba galiléjiSkasis
eksperimentas. Mokinys savo tyrime naudoja labai ivairius eksperimentinio paZinimo
biidus, derina juos su dedukcinio protavimo elementais, taCiau i§ esmés nejaucia poreikio
pagristi atrasta formule matematikoje priimtais biidais.

Siekdami iliustruoti teigini apie moksleiviy naudojamy eksperimento metodo formy
ivairove mokykliniame matematiniame tyrime be i§samesnés analizés pateiksime dar ke-
leta pavyzdZiy. Atkreipsime démesij, kad kiekvieno moksleivio darbe eksperimento me-
todas pasireiSkia skirtingai, atlieka nevienodas funkcijas, galime stebéti ivairias eksperi-
mento rasis.

Toma ir Vytautas, 11 kl. Tarpusavyje pirminiy skaic¢iu uzdavinys

Problema. Pasirinkus bet koki natiiralyji skaiéiy n, rasti, kiek yra natiraliyjy skaiciu,
ne didesniy uZ n ir tarpusavyje pirminiy su skaiiumi n.

Moksleiviai $j uzdavinj i§skaidé dalimis. Jie pradéjo tyrinéti skai¢ius, kurie yra pirmi-
nio skai€iaus laipsniai (pvz., 4, 81). ISanalizave keleta konkregiy pavyzdZiy, jie pabande
nagrinéti bendresni atveja p?, p®, p!. Pakartojus ta patia procediira, kaip ir su konkre-
¢iais skaiCiais, indukcijos budu rezultatai buvo apibendrinti ir uZradyta formulé. Irodyti
8ia formule moksleivius paskatino mokytoja.

Matome, kad i§ pradZiy moksleiviai atliko eksperimenta su konkreciais skaiCiais, ta-
&iau jo tikslas buvo ne galutiné formule, o reigkinio prigimties tyrimas. Taigi, eksperi-
mento rezultatas yra pati eksperimento metodika. Véliau §i metodika taikoma aukStesnio
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Matematikos ~ Dedukcija
teorija — Teiginiai, formulés

/ Ekspcrimentas \

Matematinés abstrakcijos Eksperimento metodika

A A

Ekspcrimentas

Konkretiis matematiniai objektai
2 pav. Tomos ir Vytauto matematinio tyrimo schema.

abstrakcijos lygio matematiniams objektams. Eksperimentas pakankamai itikina moks-
leivius ir formulés jrodymas jiems yra ne natiirali reikmé, bet iSorinis matematikos sti-
liaus reikalavimas.

Moksleiviai §i dviejy pakopy eksperimenta pakartojo skaiCiams, kuriuos galima i§-
reiksti dviejy pirminiy skaiciy laipsniy sandauga. Tyrinédami skaiius, kuriuos galima
isreiksti trijy pirminiy skai¢iy laipsniy sandauga, rémési jau Zinoma eksperimento me-
todika ir tyrimo su konkre¢iais skai¢iais neatliko. Formules jrodinéjo be mokytojos pas-
katinimo. Taigi irodymas moksleiviams tampa neatsiejamu tyrimo elementu. Formule
skaiCiams, kuriuos galima i3reik3ti keturiy pirminiy skaiciy laipsniy sandauga uZrasé ir
irode be eksperimento. Moksleiviai suvokia, eksperimenta, kaip euristini metoda, kuri
demonstruoti apraSant rezultata néra bitina. [rode formule skai¢iams, kurie yra Sesiy pir-
miniy dauginamuyjy laipsniy sandauga, ir pastebéje, kad formulés algebriné i§raiska kiek-
vienu atveju yra panasi, moksleiviai nusprende, kad tokia pat formulé turéty biti gauta ir
skaiciui, kuris yra k pirminiy skai¢iy laipsniy sandauga. Sios formulés jrodyti jie nesu-
gebéjo, tatiau iekojo jodymo internete.

Siuo atveju stebime bekoni$kojo eksperimento pavyzdi bei induktyvy apibendrinima.
Matome, kaip evoliucionavo matematinio tyrimo metodo samprata.

Aurelijus, 12 k1. Parabolés liestinés

Problema. Statusis kampas juda taip, kad jo krastinés lie¢ia parabole y = ax?. Kokia
kreive bréZia statiojo kampo vir§iné?

Moksleivis uZrase dviejy tarpusavyje statmeny parabolés liestiniy lygtis ir nustaté jy
susikirtimo ta§ko geometrine vieta. Gaves rezultata, Aurelijus labai nustebo — pasirodo,
staCiojo kampo vir§iné bréZia tiese, kurios lygtis y = —2%‘. Kadangi teori$kai gautas re-
zultatas moksleiviui pasirodé abejotinas, jis nusprendé jj patikrinti eksperimentu. Jis pa-
ra§¢ kompiutering programa, kurios pagalba buvo vaizduojamas status kampas, judantis
taip, kad jo krastinés lie¢ia parabole. Eksperimento rezultatas patvirtino teorija — stataus
kampo vir§iiné judéjo tiese, kurios lygtis sutapo su teori$kai gautaja.

Dedukcija > Formulé (teorija)

Matematikos

teorija .
Analizé Kiritinis
eksperimentas

Fenomenas

3 pav. Aurelijaus atlikto tyrimo schema.
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Siuo atveju moksleivio darbo procese stebime galiléjiskojo, vadinamojo kritinio (cru-
cial) eksperimento pavyzdi: eksperimentu tikrinami teoriskai gauti rezultatai. PaZymeétina
tai, kad netikétos teorinés iSvados paskatino jas patikrinti eksperimentiskai.

4. ISvados
e Eksperimentas yra neatsiejama matematinio tyrimo, o tuo paCiu ir matematinés
teorijos konstravimo, dalis. Vienas moksleivis gali naudoti keleta skirtingy eks-
perimento schemy. Kiekvieno mokinio naudojamy teoriniy ir empiriniy paZinimo
metody santykis yra individualus.

o Eksperimentas yra nattirali ir moksleiviui priimtina matematinio tyrimo veiklos
forma. Paprastai eksperimento moksleiviai neplanuoja, atlieka ji kaip natiiralig pa-
Zinimo procediira: neformuluoja eksperimento tikslo, neivardija stebé&jimo objekto,
eksperimento metodikos.

o Eksperimentas néra vien empiriniy fakty kaupimo irankis. Mokinys gali Siais eks-
perimentiniais faktais naudotis jau, atrodo, irodytai teorijai patikrinti — dedukcinio
protavimo biidu patvirtinti teiginiai gali nekelti mokiniui pasitikejimo.

e Mokytojas, kuris Zino eksperimento rii§is, supranta eksperimento vieta ir funkci-
jas matematiniame tyrime gali optimaliau valdyti mokymosi aplinka, kad sudaryty
salygas mokiniui panaudoti matematikai biidingus veiklos metodus.
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Experiment as methods of student’s methods of mathematical
research activity

S. Bal¢itinas, D. Freibergaite

The article deals with the mathematical experiment method on the basis of the constructivist
theory. The types of experiment are illustrated by mathematical samples at school. The samples of
mathematical experiments out by students are displayed.



