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1. Ivadas

Perzvelgus universitety matematikos programas, daugelyje programy neteko matyti ma-
tematinio modeliavimo kurso. Teko bendrauti su kai kuriais darbdaviais, kurie skundési,
kad absolventai, baige universitetus, nemoka kurti ir analizuoti matematiniy modeliy bei
interpretuoti gauty rezultaty. Siame straipsnyje nagrinéjama matematinio modeliavimo
kurso svarba bei mokymo metodologiniai aspektai, matematiniy modeliy kiirimo proce-
sas, sunkumai isisavinant 3ig discipling, remiantis patyrimu déstant kursg ,,Sistemy mate-
matiniai modeliai** KTU taikomosios matematikos specialybés studentams septintajame
semestre. Yra laikoma, kad matematinis modeliavimas yra taikomosios matematikos Sir-
dis. Tatiau is kursas yra biitinas ne tik taikomosios matematikos, bet ir kity specialybiu
studentams. Pastaruoju metu matematiniai metodai ir modeliavimas taikomi ne tik inZi-
nierinése srityse, bet ir ekologiniuose, biologiniuose, socialiniuose ir netgi humanitari-
niuose moksluose. Kadangi matematikos taikymy sritis yra labai plati, tai bus pateikta tik
bendra matematiniy modeliy klasifikacija bei ju sudarymo technika. Nors matematinis
modeliavimas per amZius buvo sékmingai naudojamas beveik visy mokslininkuy ir inZi-
nieriy, tadiau kaip atskira disciplina buvo pradéta mokyti ir plétoti tik per paskutiniuosius
penkis deSimtmegius. Tai akivaizdZiai iliustruoja periodiSkai rengiamos tarptautinés kon-
ferencijos [1, 11] matematinio modeliavimo mokymo klausimais bei daugybé leidZiamy
Furnaly $ia tema. Taip pat yra i$leista nemaZai puikiy vadovéliy apie matematlm mode-
liavima [2, 3, 4, 5, 6].

2. Matematinio modeliavimo kurso tikslai ir uZzdaviniai

Universitetuose pirmaisiais metais déstomas klasikinis matematikos kursas yra paprastai
pateikiamas pakankamai formaliai, be realaus pasaulio uzdaviniy pavyzdZiy. To prieZas-
tis daZniausiai yra labai suspaustas kursas, kai per trumpa laika reikia pateikti labai daug
medZiagos. Todél daugelis studenty sunkiai isisavina matematinius metodus. Nustatyta,
kad geriausiai matematikos kursas isisavinamas, pateikiant kasdieninio gyvenimo pavyz-
dZius, t.y. per taikymus. Todél reikia déstyti matematinio modeliavimo kursa visy fakul-
tety studentams, kurio turinys priklausyty nuo specialybés. Cia bus pateikti tik bendrieji
modeliavimo principai.

Pradedant déstyti matematinio modeliavimo kursa, paprastai pirmiausiai paai$kinama
matematinio modeliavimo svarba jvairioms mokslo ir gyvenimo sritims. Reikia akcen-
tuoti, kad matematinio modeliavimo uZdaviniai paprastai kyla i§ realaus gyvenimo ir
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stengtis parodyti, kad ,,sausa* matematika gali biiti labai sékmingai panaudota priimant
svarbius sprendimus realiame gyvenime, o tuo patiu sudominti studentus matematika.

Matematinio modeliavimo kurso tikslas yra suformuoti ivairiy uZdaviniy sprendimo
igadZius, t.y. kurti, ivertinti ir kritikuoti realaus gyvenimo matematinius modelius.

Mokymosi i§davoje studentai turéty igyti tokias Zinias:

1. Suvokti uzdavinio sprendimo metodologija.

2. Suprasti skirtuma tarp modelio ir modeliavimo.

3. Zinoti kaip ir kada gali bti taikomi matematiniai metodai.

I8klause kursa studentai turi sugebeti:

L. Kurti ir analizuoti matematinius modelius.

2. Kurti kompiuterines programas ir taikyti specializuotus programinius paketus.

3. Pateikti modeliavimo rezultatus bei i§vadas aigkiai ir tiksliai.

Modulis parastai realizuojamas skaitant paskaitas ir sprendZiant praktinius uZdavinius
bei atliekant laboratorinius darbus su kompiuteriais arba i¥duodant kursini darba, kuris
apima matematinio modelio sudaryma bei ivertinima su surinktais realiais duomenimis.

Tolimesniuose skyreliuose bus pateiktas lakonikas kurso déstymo procesas.

3. Matematinio modeliavimo metodologija

Daugelio sri¢iy mokslininkus nuo seno domina gamtoje bei visuomenéje natiiraliai be-
siformuojancios, savarankiskai funkcionuojantios, besivystanios arba Zlungantios sis-
temos. Savaiminis organizuoty sandoriy formavimasis pastebimas gamtoje, sociumuose,
technologijose. Norint giliau paZinti ir suvokti tokiy (daZnai pakankamai sudétingy) sis-
temy dinamika ir evoliucija, reikia kurti jy matematinius modelius. Jy pagalba galima
prognozuoti bei valdyti tokias sistemas. Pastaruoju metu matematiniai modeliai pladiai
taikomi informaciniams, ekonominiams—finansiniams, demografiniams, ekologiniams ir
kitiems reiSkiniams analizuoti.

Matematinis modeliavimas i§ esmés yra realaus pasaulio uZdaviniy pavertimas mate-
matiniais uZdaviniais, ju sprendimas ir gauty rezultaty interpretavimas realaus pasaulio
kalba. VaizdZiau tai galima i$reikti taip: mes patiumpam realaus pasaulio uZdavini, ne-
riame kartu su juo i matematikos okeana, kurj laika ten paplaukiojame ir po to i¥nyrame
i pavirSiy kartu su realaus pasaulio uZdavinio sprendiniu.

Modeliavimo procesas atvaizduotas 1 pav.

Jei modeliavimo rezultatai neatitinka realaus reiskinio, tai modelis modifikuojamas
arba ieSkoma nauja matematinio modelio struktiira.

Matematinis modelis yra realaus gyvenimo uZdavinio aproksimacija. Jis turi biti pa-
kankamai paprastas, kad galima bity jj suprasti ir i¥spresti, bet tuo patiu pakankamai
sudétingas, kad kuo tiksliau biity atspindéta realybé. Laikoma, kad matematinis mode-
liavimas yra labiau menas, negu mokslas ir negali biti mokomas formaliai. Sudarant
matematinius modelius, reikeéty prisilaikyti tokiy principy:

L. Gerai i8siaiSkinti realaus pasaulio reidkini, kuris bus tiriamas. I$skirti visas esmines
Sio reiSkinio savybes ir atmesti neesmines.
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Idealizavimas ir aproksimavimas,
Realus Realaus
pasaulis | pasaulio
paremtas patyrimu ir situacijos supratimu modelis
Abstraktus
Palygini simbolinis v
alyginimas atvaizdavimas,
A paremtas
matcmatiniu
patyrimu
Sprendinys, gautas Matematinis
T3vados - modelis
remiantis matematiniu patyrimu

1 pav. Modeliavimo procesas.

2. Nustatyti visus fizikos, chemijos, biologijos, socialinius ir ekonominius désningu-
mus, kurie tikty nagrinéjamai situacijai. Kartais tenka surinkti tam tikra kieki duomeny ir
juos i¥analizuoti tam, kad galima biity giliau suprasti nagrin¢jama reiskini.

3. Suformuluoti konceptualinj (Zodini) modeli.

4. Nustatyti visus kintamuosius z1,Z2,...,Zn if parametrus ai, az,...,Gm, kurie
bus naudojami modelyje. Suskirstyti juos i Zinomus ir neZinomus.

5. Parinkti labiausiai tinkama matematini modeli ir tinkamai apraSyti uZduoti mate-
matiniy iSrai§ky pagalba

f (:c,-,an, %,/...dmi,d) <0,

t.y. algebriniy, transcedentiniy, diferencialiniy, skirtuminiy, integraliniy, integro-diferen-
cialiniy lyggiy ir nelygybiy pagalba.
6. Nustatyti visus galimus modelio lygg&iu sprendimo buidus. Sprendimo metodai gali
biiti tokie:
o analiziniai; jie ai¥kiau atspindi tiriama sistema (procesa) ir charakterizuojancius ja
parametrus. Ta¢iau analizinio modelio sudarymas yra sunkus uZdavinys. Dazniau-
siai galima tik grubiai apraSyti sistemos funkcionavima.

e skaitmeniniai; tyrimas kompiuteriy pagalba maZiau akivaizdus, negu analiziniais
metodais, tadiau modeliy, tinkan&iy tirti skaitmeniniais metodais, klasé Zymiai pla-
tesné. Tyrimo rezultatai (lentelés, grafikai ir t.t.) maZiau kompakti3ki, lyginant su
analiziniais, ir reikalauja daug laiko atliekant skai¢iavimus. Ta¢iau §is metodas vis
pla¢iau taikomas, nes sparciai vystosi kompiuteriné technika ir programiné¢ iranga.

e sistemos tyrimas atsitiktinés paie$kos metodais (imitacinis modeliavimas, sistemos
imitavimas). Siuo metodu atlickama reiSkinio ar sistemos funkcionavimo imita-
cija, naudojant atsitiktinius dydZius ir procesus. Sistemos proceso imitacija vyk-
doma kompiuteriais specialiai sukurtomis programomis. Vienas i§ tokiy metody
yra Monte-Karlo metodas.
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7. Jei neZymus modelio prielaidy pakeitimas leis gauti analizini sprendini, reikia i3-
tirti $ia galimybe. Jeigu biitini nauji metodai spresti lygtims, reikia bandyti sukurti Siuos
metodus.

8. Atlikti naudojamo metodo paklaidy analize. Jei paklaidos néra leidZiamose ribose,
tai reikia keisti sprendimo metoda.

9. Galutini sprendini pervesti i Zodinj interpretavima.

10. Palyginti gautus rezultatus su realios sistemos stebéjimo duomenimis. Jei sutap-
imas geras, tai modelj galima naudoti. PrieSingu atveju reikia iStirti modelio prielaidas
ir pakeisti jas atsiZvelgiant i gauty rezultaty ir steb&jimy skirtumus ir sudaryti tikslesni
model.

11. Testi procesa tol, kol bus gautas tinkamas modelis.

4. Matematiniy modeliy klasifikavimas

Matematiniai modeliai klasifikuojami pagal:
1. Tiriamy rei8kiniy sritj ar krypti. Todél kuriami matematiniai modeliai fizikoje (ma-
tematiné fizika), biologijoje, medicinoje, ekonomikoje (matematiné ekonomika ir
ekonometrika), sociologijoje, inZinerijoje ir t.t.

2. Matematiniy metody panaudojima sudarant modelius. Modeliavimui naudojame
klasiking algebra, paprastasias ir su dalinémis i§vestinémis diferencialines lygtis,
skirtumines lygtis, integralines ir integro-diferencialines lygtis, matematini progra-
mavima, stochastinius procesus ir t.t.

3. Modeliavimo tiksla. Matematiniai modeliai gali biti skirti reiSkiniy apraSymui,
isigilinimui { funkcionavimo esme, prognozavimui, optimizavimui, valdymui ir
pan.

4. Modeliy prigimti;

e Matematiniai modeliai gali biiti tiesiniai arba netiesiniai, priklausomai nuo to
ar pagrindinés modelio lygtys yra tiesinés, ar netiesinés.

e Matematiniai modeliai gali biiti statiniai ar dinaminiai, priklausomai nuo to
ar sistemos kitimas laike nagrinéjamas, ar ne.

e Matematiniai modeliai gali biiti determinuotieji arba stochastiniai, priklauso-
mai nuo i juos jeinan¢iy matematiniy kintamyjy pri gimties. [ vienus modelius
ieina Zinomos charakteristikos, t.y. dydZiai, kuriuos galima tiksliai i¥matuoti
ir valdyti; tokius modelius vadiname determinuotaisiais. [ kita modeliy klase
ieina neZinomos sistemos charakteristikos, t.y. dydZiai, kuriy niekada nega-
lima tiksliai i$matuoti ir turi atsitiktini pobiidi; tokie modeliai vadinami sto-
chastiniais. Modelis su stochastiniais kintamaisiais apraSomas tikimybiy teo-
rijos ir statistikos metodais. Determinuotieji modeliai daZniausiai apraomi
matematinés analizés metodais.

e Matematiniai modeliai gali biiti diskretieji arba tolydieji, priklausomai nuo to
ar kintamieji modelyje yra diskretieji, ar tolydieji.
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Tiesinius, statinius ir determinuotuosius modelius yra lengviau tirti negu netiesinius,
dinaminius ar stochastinius modelius.

TolydZiuosius modelius lengviau tirti negu diskre€iuosius, nes yra sukurta matema-
tinés analizés ir diferencialiniy lyg&iu teorija. Tagiau tolydieji modeliai yra paprastesni tik
tada, kai galima gauti analizinius sprendinius. PrieSingu atveju mes turime aproksimuoti
tolydZiuosius modelius diskretiaisiais modeliais, kad gautume skaitmeninius sprendi-
nius. Egzistuoja ir tokie modeliai, kuriuose yra ir diskretieji ir tolydieji kintamieji kartu.

Dauguma realiy modeliy yra netiesiniai, dinaminiai arba stochastiniai. Tatiau daZnai
kuriame tiesinius, statinius ir determinuotuosius modelius, nes juos lengviau tirti ir gauti
pakankamai gerus apytikslius sprendinius.

Kita vertus, jei kintamieji i§ esmés yra diskretieji, mes galime naudoti tolydZiuosius
modelius tam, kad galétume panaudoti diferencialini ir integralini skaitiavima. Analo-
gitkai, kai kintamieji i§ esmes yra tolydieji, mes galime naudoti diskretiuosius modelius,
kad galétume panaudoti kompiuterius.

5. Matematiniy modeliy pavyzdZiai

Siame skyrelyje pateikiami ivairiy tipy matematiniai modeliy pavyzdZiai. TolydZiojo
determinuotojo modelio pavyzdys yra logistin¢ lygtis, apraSanti populiacijos dinamika
laike:
RO _ Nty @ eV,

ia

N - populiacijos dydis momentu t;

a — augimo intensyvumas be iSorinés itakos;

c - apibréZta padidéjusios populiacijos tankio itaka jos kitimui.

Sio modelio diskretusis atvejis atrodo taip:

N((n + 1)At) = N(nAt) + N(At)(a - cN(nAf;))At, n > 0.

Diskregiuoju stochastiniu modeliu galima aprasyti atsitiktinj klaidZiojima tieseje (at-
skiras Markovo proceso atvejis). Tarkime, kad atsitiktinis procesas turi m + 1 biisenu, o
peréjimo tikimybeé i¥ biisenos k i biisena k + 1 lygi p, o tikimybe pereiti i$ bisenos k i
biusena k — 1 lygi 1 —p, &iak = 1,...,7 — 1. PaZymékime pj tikimybe, kad procesas
yra biisenoje k. Biiseny tikimybés randamos i§ lyg&iy sistemos

pk:p'pk+1+(1—p)'pk—l, k=1,...,1’,

susalygapo +p2 +...pr = L. Siuo procesu galima aprayti vienkanalés aptarnavimo
sistemos su eile funkcionavima.
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Stochastinis tolydusis modelis yra Zymioji Black-Scholes diferencialine lygtis da-
linémis i§vestinémis, apra3anti i¥vestiniy vertybiniy popieriy (opcioniy, ateities sandoriy,
iSankstiniy sandoriy it kt.) vertés dinamika:

2
%/ + 50252%5% +rs% -rV =0,
dia

V(t, S) - i3vestinio vertybinio popieriaus verte, priklausanti nuo bazinio vertybinio
popieriaus kainos S momentu ¢;

o — yra akcijos kainos nepastovumo matas;

T — nerizikingoji palikany galia.

Laikoma, kad akcijos kainos S kitimas apraSomas tokia stochastine diferencialine
lygtimi:

dS = uSdt + o SdW,

tia

w1 — akcijos kainos trendo koeficientas;

W - Vinerio procesas.

Norint rasti konkretaus vertybinio popieriaus verte, reikia prie lygties prijungti pradi-
nes ir krastines salygas.

Reikia pabreZti, kad sudarant matematinius modelius yra labai svarbu interpretuoti
modelio (lygties) elementus (narius), siejant juos su realiais rei¥kiniais. Panagrinékime
Black-Schole diferencialing lygti. Tai yra parabolinio tipo diferencialin¢ lygtis dalinémis
iSvestinémis, reiSkianti, kad ji turi antros eilés i¥vesting atZvilgiu S ir pirmos eilés i§ves-
ting kito kintamojo ¢ atZvilgiu. Tokio tipo lygtys dar vadinamos difuzijos lygtimis ir jomis
galima apragyti:

e Vienos medZiagos difuzija i kita medZiaga (diimy daleliy pasklidimg ore).

o Silumos plitima i§ vienos objekto dalies i kita.

o Priedo ir aukos sistemas.

o Ter$aly sklaida i$ ter§imo $altinio.

Daugeliu i§ $iy atvejy gaunamos sudétingesnés lygtys negu Black—Scholes lygtis.
Black-Scholes lygti galima interpretuoti kaip saveikos—konvekcijos—difuzijos lygti.

6. Pabaiga

Rekomenduojama tokia matematinio modeliavimo modulio turinio struktira :
¢ Matematiniy modeliy kiirimo metodologija ir jy klasifikavimas.

e Paprasciausiy matematiniy modeliy i$ ivairiy mokslo sri¢iy (mechanikos, techni-
kos, chemijos, medicinos, genetikos ir kt.) sudarymo iliustravimas.

e Sudétingy sistemy (ekologiniy ir ekonominiy) matematiniy modeliy kiirimas ir ju
analizé.
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Matematinio modeliavimo déstymo patirtis parodé, kad studentams $is dalykas pa-
tinka, bet tuo patiu ir sudétingas, nes jiems sunkiai sekasi susieti formalius matematinius
sary$ius su realiu pasauliu. Ta&iau parinkus {domius modelius (pvz., sistema ,»plésrunas ir
auka*, paklausos ir pasiiilos modeliai) modulio medZiaga pakankamai gerai isisavinama.
Igytos Zinios sekmingai panaudojamos rafant baigiamuosius bakaulaury ir magistranty
darbus.
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On teaching mathematical modelling
E. ValakeviCius

The purposes of this paper is to suggest aims and learning outcomes in teaching mathematical
modelling and how to present material of the subject.



