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Bendrasis vidurkio apibréZimas

Robertas VILKAS (KTU, MII)
el. pastas: robertas.vilkas @ktu.lt

APIBREZIMAS. Elementy z1, x, .. ., &, vidurkiu funkcijos f(z;, zo, . . ., Tp) atZvilgiu
vadinsime elementa my, tenkinanti salyga

f(mg,mg,...,ms) = f(z1,72,...,Txs). (1)

PaZymej¢ funkcija g(z) = f(z,z,...,z) i¥ (1) lygties galime rasti vidurki:

my =g'1(f(:r1,:t2,...,xn)). 2)

Cia g~! gali biti nevienareik¥me, t.y., gali biiti ne vienas vidurkis. Zemiau pateiktose
teoremose laikoma, kad g~! yra vienareik¥me ir g=! (9(z)) = z. Kadangi atvirktiné
funkcija g~ gali neegzistuoti, tai ne bet kokios funkcijos atZvilgiu galime rasti vidurki.

Lema. my = f(x, %3, ...,2,) tada ir tik tada, kai f(z,z,...,1) = z.
lrodymas. Jei my = f(z1,2,...,T,), tai remiantis (2) gauname, kad ms = g~ (my),

ty. g (z) = z.Jei g () = z, tai i§ (2) gauname, kad ms = f(z1,z3, ..., z,).

1 teorema. Tarkime, kad my = fi(z1,22,...,%5) = g7 (f(z1, 22, - . ., Z,)). Tuomet
vidurkis g, sutaps su vidurkiu mg (t.y., vidurkis vidurkio at?vilgiu yra tas pats vidur-
kis).

Irodymas. Kadangi g (z) = fi(z,z,...,z) = ¢} (f(z,z,...,2)) = 97 (9(z)) = z,
tai i lemos iSplaukia, kad my, = fi(z1,Z2,...,Zn), Ly, mys, = my.

2 teorema. Vidurkis my, atZvilgiu funkcijos f(z1,za,...,Zy), sutampa su vidurkiu
Myoy, ativilgiu funkcijos U (f(z1,x3,...,Z,)), kur ¥ yra bet kokia monotoniné funk-
cija.

lrodymas. PaZymékime gm(z) = f(z,z,...,7), gu(z) = ¥(f(z,z,...,2)) =
¥(gm(x)). Tuomet g3/ (z) = g;;}(¥~(z)). Remiantis (2) gauname

My =g;11 (\II‘1 (v (f(xl,xz,...,:rn)))) =g;! (f(z1,22,...,20)) = my.

Idomus yra toks uzdavinys. Sakykime, kad turime funkcija fi(z;, 3, .. .y Tn). Ar §i
funkcija yra vidurkis kokios nors funkcijos f(x1, zs, . . ., z,) atZvilgiu? Kaip ja rasti?
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Norint rasti funkcija f reikia iSspresti tokia funkcing lygti:

f(fi(zy, 22, oy ZTn), f1(z1, T2, .-, Zn), - o fi(@e, T2, Tn))
= f(xlax%' . .,.’L'n). (3)

3 teorema. Jei fi(z,z,...,z) = T, tai my = fi(z1,z2,. .., ZTn), LY., tuomet
fi(x1,za, .. ., Tn) yra vidurkis kokios nors funkcijos f atdvilgiu.

[rodymas. T§ lemos i¥plaukia, kad pakanka pasirinkti f = f1. I§ 2 teoremos i§plaukia,
kad galime imti ir f = ¥(f1).

I3 3 teoremos irodymo isplaukia, kad jei fi(z,z, .. .,T) = z, tai (3) funkcinés lygties
vienas i§ sprendiniy yra toks: f(Z1,Z2,. .., Tn) = U(f1(z1,22,...,Zn))- Cia ¥ yra bet
kokia funkcija, turinti atvirksting (nebiitinai vienareikime, nes (3) lygtis yra (1), o ne (2)).
Taigi, remiantis bendrujy vidurkiy savybémis, galime spresti kai kurias funkcines lygtis!

Pavyzdziai

1. Aritmetinis vidurkis

Raskime elementy 1,2, ..., Z, vidurki sumos r; + T2 + ... + Tn atzvilgiu, t.y.,
raskime vidutini démeni. Siuo atveju f(z1,Z2,...,Zn) = T1 + T2 + ... + Tn. Ran-

dame g(z) = f(z,%,...,2) = n - z. Atvirkitiné funkcija g=*(z) = %. Vidurkis
ms =g (@1 +zat+... +Tp) = zitzzda Ty, gavome, kad vidurkis sumos
atzvilgiu yra aritmetinis vidurkis. Remiantis 2 teorema, galime teigti, kad vidurkis funk-
cijos U(z; + T + ... + T,) atZvilgiu bus tas pats aritmetinis vidurkis ( ¥— bet kokia
monotoniné funkcija!).

2. Harmoninis vidurkis

Spreskime toki praktini uzdavini. Sakykime, kad turime elektros granding, sudaryta
i¥ n lygiagretiai sujungty rezistoriy, kuriy varZos yra Ry, R,, ..., R,. Tarkime, kad no-
rime pakeisti rezistorius taip, kad jie turéty vienoda varza ir kad visos grandinés varZa
nepasikeisty. Kaip rasti tokio rezistoriaus varZa?

Intuityviai ai¥ku, kad ieSkomoji varZa bus kaZkoks varzy Ry, Ro, ..., R, vidurkis.
Tadiau koks? Kadangi lygiagregiai sujungty rezistoriy atstojamoji varZa néra suma Ry +
Ry + ...+ Ry, tai tas vidurkis nebus aritmetinis! Visos grandinés varZa nepasikeis, jei
nepasikeis visos grandinés laidumas. Be to, i§ elektrotechnikos Zinoma, kad lygiagre€iai
sujungty rezistoriy bendras laidumas yra ty rezistoriy laidumy suma:

LA SRS
iRt TR
I% &ia aisku kokios funkcijos atzvilgiu reikia ieSkoti vidurki.

1 1 1 n n
CR) =t P o@ ="
f(R1,Ra,...,Ry) i + % +...4+ . g(z) — 9 () -
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Ieskomoji varZa:

R =

1 1 1
mtet-taE:
Gavome harmonini, vidurki.

3. Maks-vidurkis
Idomumo délei raskime vidurkj maksimumo atZvilgiu.

f(z1,22,...2,) = max(zy, 22, . . ., Tn),

9(z) = max(z,z,...,z) =z, g )= z.

Vidurkis my = max(z1,z2,...,Zs).

4. Vidurkis skirtumo atZvilgiu
Pabandykime rasti dviejy elementy vidurki jy skirtumo atzvilgiu.

flz1,22) =21 — 22, g(x)=2z-2=0.

Taigi, toks vidurkis neegzistuoja, nes neegzistuoja g~!.

S. Pusiaukampiné
Galima sakyti, kad pusiaukampiné yra tam tikras vidurkis tarp duoty dviejy tiesiy.
Tarkime, kad duotos dvi tiesés y = ajz + by ir y = asz + by. Raskime pusiaukam-
pin¢ y = aar + bz. Kadangi a; ir az yra kampy tangentai, tai patys kampai atitinkamai
yra arctan a, ir arctan ag. IeSkome pusiaukampinés (t.y., pusé¢ kampo), vadinasi, turime
ieSkoti vidurkio kampy sumos (o ne sandaugos ar pan.) at¥vilgiu.
z

f(a1,a2) = arctana; + arctanay, g(r) =2arctanz, g !(zx)=tan (5) .

Vidutinis koeficientas

(arctan a1 + arctan az)
a3z = tan 2 .

Laisvaji narji bs nesunku rasti i§ salygos, kad pusiaukampiné turi kirstis tame padiame
taske, kur kertasi duotos dvi tiesés. Siuo biidu randama tik viena pusiaukampiné. Kita
pusiaukamping nesunku rasti i§ tiesiy statmenumo salygos. [domu pastebéti, kad galime
ieSkoti vidutinés tiesés ne tik tarp dviejy tiesiy. Sia viduting ties¢ galima biity vadinti
vidurkampine. Tarkime, kad turime n tiesiy, susikertan&iy viename taske. Vidurkampinés
koeficienta a galima biity skaiiuoti taip:

arctana; + arctanas + ... + arctana,
a = tan - .
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6. Vidurkis, apimantis aritmetini, geometrinj ir harmoninj vidurkius
Raskime vidurki, atZvilgiu tokios funkcijos
f(:rl,:ng,...,zn) = (xl-x2~...-xk)r+(x1 c Tt ... Th—1 -$k+1)r+...

+ (-’Bn—k+1 teeet xn)r ’

o) = Ck-2*", (@) = ¥/ gm

ke (-T2 . zk) +(T1-T2w. . Th—1 )+ (Tnek1ee . o Tn)
ms= o .

Jei k = 1, r = 1, tai gauname aritmetini vidurki. Jei k = n, tai gauname geometrinj
vidurki (r susiprastina). Jei k = 1,7 = —1, tai gauname harmonini vidurki.

[2] knygoje yra pateiktas vidurkis (apimantis aritmetini, geometrini, ir harmonini vi-
durkius), kuris yra pastarojo vidurkio atskiras atvejis, kai k = 1. Tatiau ten geometrinis
vidurkis gaunamas ne i karto, o peréjus prie ribos, kai r — 0. Todél ten ivestas apriboji-
mas, kad elementai biity teigiami.

Vidurkis funkcionalo atzvilgiu

Cia nagrinésime bendresnius vidurkius uZ auk8iau nagrinétus vidurkius. PaZzymékime
funkcijos z(t) funkcionala f(z) = f(z(t): t € 7). Jei T = {1,2,.. .,n}, tai
f(z) = f(z(1),z(2),...,z(n)) = f(z1,22,...,%Tn). Cia pazyméjome z(k) = k.
Taigi, auk&¢iau pateiktas vidurkis yra tik atskiras atvejis, kai aibé T=1{1,2,...,n}.
APIBREZIMAS. Funkcijos z(t) vidurkiu aibéje T funkcionalo f(z(t): t € T) atZvilgiu
vadinsime elementa m, tenkinanti salyga

fems: teT) = f(z(t): teT). )

Pazyméje funkcija g(z) = f(z: t € T)(%ia z nepriklauso nuo t) i§ (4) lygties galime
rasti vidurki:

my =gt (f(z(t): te T)). %)

Pastebésime, kad (4) ir (5) lygybés yra analogikos (1) ir (2) lygybéms atitinkamai.
Nesunku isitikinti, kad lema ir visos teoremos i§lieka teisingos ir vidurkiui atZvilgiu funk-
cionalo.

Pavyzdziai

1. Funkcijos vidutiné reikimé intervale (kaip aritmetinio vidurkio analogas)
Kadangi integralas yra ,tolydi suma®, tai gausime aritmetinio vidurkio anaIO%q. Ra-
skime vidurki funkcionalo f(z) f::r(t)dt at?vilgiu. g(z) = f: zdt =z [[dt =
b
[, z(t)de.

a

z(b—a), g7 (2) = 525 My = 75
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2. Funkcijos vidutiné reik§mé intervale (kaip geometrinio vidurkio analogas)

Kas galéty biti ,,tolydi sandauga*? PaZiiirékime kaip sandauga uZraSoma per suma
diskreciuoju atveju:

,-ljlxj = exp (ln (]Iillx’)) = exp (Jz:; In (xj)).

I8 ia aiSku, kaip gauti ,tolydZia sandauga®. IeSkome vidurkio funkcionalo f(z) =
exp ( f: In (z(t)) dt) atzvilgiu.

9(z) = exp (ln (z) /b dt) = zb-9,

a

g (z) = = my = exp (ﬁ /bln (z(2)) dt).

1 ir 2 pavyzdZiuose gauti vidurkiai sutampa su vidurkiais pateiktais [2] knygoje.

3. Vienas i$ bendresniy vidurkiu \
Raskime vidurki funkcionalo f(z) = [’ p(t)e (z(t)) dt atzvilgiu.

b b

olz) = / p(t)e (z)dt = o () / p(t)dt,

a a

97\ (z) = so-l(z- ( /b p(t)dt)"),
ms =~ ( /b P(t)p ((t))dt - ( /b p(t)dt) —1>-

a a

Idomu tai, kad 3 pavyzdyje gautas vidurkis Siek tiek skiriasi nuo vidurkio, pateikto
matematinéje enciklopedijoje [1]. Ten (161 psl.) pateiktas toks vidurkis:

my =71 /b o (e at) - ( /b p(t)dt)_l.

Pastarasis vidurkis i§ tikryjy néra tikrasis vidurkis, nes ¢ia konstantos vidurkis, bendru
atveju, nebus ta pati konstanta! Pvz,, jei z(t) = c, tai gautume, jog bendru atveju

ms =97 (0@ /b wie)ie) - /b p(t)dt)_laéc, jei /b plt)de £ 1.



456 R. Vilkas

Tretiame pavyzdyje gautas vidurkis apima funkcijos aritmetini, harmoninj ir geomet-
L . _fe, kaite[a,b] . U |
rini vidurkius. Tarkime, kad p(t) = { 0, kai t¢[a,8] Ciac # 0 ir nebiitinai c = =
Jei p(z) = z", tai gauname aritmetini vidurki, kai 7 = 1 (Zr. 1 pavyzdi), ir gauname
harmonini, vidurki, kai r = —1. Jei ¢(z) = Inz, tai gausime geometrinj vidurki (Zr. 2

pavyzdi).
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General definition of mean
R. Vilkas

In this article there is presented general definition for mean. Also many interesting examples
are given.



