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Ivadas

Konkuruojangiy riziky teorija nagrinéja objektus, kuriy gedimas (techninio elemento, sis-
temos atveju) ar mirtis (gyvo organizmo atveju) gali priklausyti nuo keliy prieZasciu.
Pastarosios vadinamos konkuruojan&iomis rizikomis. Statistiné konkuruojanciy riziky
teorija nagrinéja cenziiruotas imtis. Norima nustatyti, kokios rizikos labiausiai itakoja
gedimy (mirdiy) intensyvuma ir laika. ISgyvenamumo uZdaviniuose konkuruojan¢ios ri-
zikos susijusios su populiacijos individy mirtingumo tyrimais, kai visi individai yra vei-
kiami ty paiy mirties prieZas¢iy (konkuruojanciy riziky). Pagrindinis tokiy tyrimy tikslas
yra i3skirti duotos prieZasties ar prieZasCiy komplekso poveiki populiacijai [2].

I3gyvenamumo funkcija

Tarkime, kad populiacija vienu metu veikia m mirties priezastiy C1, . . ., Cm. Kiekviena
mirties prieZasti atitinka hipotetinis (potencialus) mirties laikas Ty > 0,...,T,, = 0.
I$gyvenamumo funkcija vektoriui (T, .. .,T,n)" (daugiamaté i§gyvenamumo funkcija)
apibréZiama taip:

Sl...m(tly-'~7t1n)=P{Tl >t11"'aTm>tm}v (l)
kur
S;(t;)=1-F; (t;) = S1.m (0,.. ., t5,...,0) ()]
yra marginalinés i§gyvenamumo funkcijos, o F; (t;) — marginaliné pasiskirstymo funk-
cija. Ciair toliau j = 1,2,...,m.
Konkretus stebimas mirties laikas yra T = min (T, ..., Tm). Todél bendra i3gyve-

namumo funkcija apibréZiama taip (yra vieno kintamojo funkcija):

Sr(8) = P{T >t} =St m(t,.. . 1). 3)
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Taip apibréZtos bendros i§gyvenamumo funkcijos bendra (overall) rizikos funkcija yra

_ dlog St (t)
hr (t) = — (4)
o atskiros (crude) rizikos funkcijos yra [4]
OlogS mt1y oo stm
h; (t1y e ytm) =— gS1..m (t1 ) o

6tj t1=...=tm=t,‘

FGM skirstiniu Seimos iSgyvenamumo funkcija

Siame darbe daugiamate i$gyvenamumo funkcija buvo pasirinkta trimaté Farlie-Gum-
bel-Morgenstern (FGM) skirstiniy §eimos i§gyvenamumo funkcija:

S123 (t1,t2,t3) = Si (1) S2 (t2) S3 (t3) [1 + a12Fy (t1) Fa (t2)
+a13Fi (t1) Fs (t3) + a2s Fz (t2) F3 (t3)]. (6)

a12, @13 ir ag3 yra priklausomumo parametrai tarp marginaliniais skirstiniais apradyty
atsitiktiniy dydZiy. Jie tenkina keturiy nelygybiy sistema [3]:

1+ aja+a3+a23 20,
14 a2 —aj3 —az3 20,
1—-aj2+aj3—axs 20,
1—ajp2—ai3+a3=>0.

)

Atsitiktiniy dydZiy Ty, T3, T3 marginaliniais skirstiniais buvo pasirinkti nupjautieji
i§ kairés (apibréZti neneigiamiems atsitiktiniams dydZiams T3 > 0,75 > 0, T3 > 0)
logistiniai skirstiniai, kuriy i§gyvenamumo funkcija yra:

t; a-ZI
exp{—ﬁ—j-lé-r} (1 + exp {—-'F]_Z })

SJ(t]’Z)= ' )
1+exp{—-£1;—j°'zi,i}

(8

ajZ’ = (O:jo ajk)(l Zy ... Zk)/ = ajo + aj1Z1 + -+ aijk > 0
yra tiesiné regresoriu, nusakanCiy atsitiktinio dydZio vieta, kombinacija, 0 8;Z’ =
(Bjo --- Bix (1 Zy ... Zk) = Bjo+ Bj1Z1 + - - - + BjrZr > 0 — tiesiné regresoriy,
nusakandiy atsitiktinio dydZio masteli, kombinacija. Todél sakoma, kad i§gyvenamumo
modelis yra regresinis.
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Modelio parametry ivertinimas

Nezinomy modelio parametry (marginaliniy funkcijy vietos ir mastelio, ir rySio tarp
atsitiktiniy dydZiy parametrus) ivertinimui taikomas didZiausio tikétinumo metodas.
Jveskime cenziiravimo indikatoriy:

9

5 1, jeiT < T, irT = Tj, t.y., mirties prieZastis yra j, X =T,
0, jei stebéjimas yra cenziiruotas, X = T,

gia T+ yra cenziiravimo laikas. Taigi stebima NN tirio imtis, o kiekvienas imties objektas
turi stebéjimo duomenis (X, 6j;, Ji, Z:), Xi = min(T5, T;") — mirties arba cenziiravimo
laikas, é;, cenziiravimo indikatorius, j; — mirties prieZasties indeksas ir Z,; — regresoriy
vektorius (j; = 1,2,...,m,i = 1,2,..., N). Naudojant iSgyvenamumo ir rizikos funk-
cijas sukonstruojama tikétinumo funkcija:

L(X1,- s XN, 8jss -2 6inr Zi 6)

N
= [T (hs. (X:, 2:,8)) ™ Sr (X, Z:,6) - (10)
=1

Darbe pasiiilytas ir kitas tikétinumo funkcijos konstravimo bidas:

L(Xl’ . XN»‘SJ'U Jsthg)

z

= [T (X, 2:,6)55.(X:, 2:,6) * Sr(Xs, Z:, 6)' =%, (11)

i=1

kur f;(Xi, Zi, 0) - (2) formule iSreik3ta i3gyvenamumo funkcija atitinkantis vienmatis
marginalinis j-osios mirties prieZasties potencialaus mirties laiko pasiskirstymo tankis,
apskaiiuotas i-0jo stebéjimo laiku X;. 6 — vertinamy parametry vektorius (priklauso-
mumo (7), padéties ir mastelio (8)). S;, (X, Zi, 6), pavadinkime ja “salygine” igyvena-
mumo funkcija, apibréZiama taip:

Siity) = P(T >tk e L m\H T <83}
_ ft_’ ft fl m ul, . ,Um)ddeUj
0 fJ' (uj)du;

, (ke {1,...,mN\{7})-12)

Cia f1..m (t1,- - -, tm) yra daugiamatis, (1) formule iSreiksta daugiamate pasiskirstymo
funkcija atitinkantis, potencialiy mirties laiky vektoriaus pasiskirstymo tankis. Tokio
tikétinumo funkcijos konstravimo biido prasmé yra ta, kad atsiZvelgiama ne tik i tai, kad
objektas miré nuo j-osios prieZasties, bet ir i tai, kad jis nemiré nuo likusiy prieZasCiu,
t.y., yra cenziiruotas stebéjimas kity mirties prieZas¢iy atZvilgiu.
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Praktinis modelio pritaikymas

Tikétinumo funkcijos sprendinys ie$kotas skaitmeni$kai, naudojant BFGS optimizavimo
algoritma su apribojimais [1]. Yra Zinoma, kad didZiausio tikétinumo metodu rastas
ivertis, esant atsitiktiniam cenziiravimui, asimptotiskai pasiskirstgs pagal daugiamati nor-
maluji désni su vidurkiu @ (vertinamy parametry vektorius) ir kovariacine matrica =1 (6),

Ly,

g~ N(6,I71(8) 6cRP. (13)

I, FiSerio informacinés matricos atvirkitiné, maksimumo taske nusako kovariacija
tarp maksimalaus tikétinumo iverio § komponenéiy. Tikrinant hipoteze apie paramet-
rus Hg: 8 = 6, buvo naudojamas Neyman—Pearson-Wilks kriterijus

L (6o)
k=-21 =2, 14
og 70 (14)

ir yra Zinoma, kad jis turi xf, asimptotini pasiskirstyma [4].

Rezultatai

Siame darbe buvo sudarytas trimatis regresinis konkuruojanéiy riziky i§gyvenamumo
modelis FGM skirstiniy $eimai su logistiniais i§ kairés nupjautaisiais marginaliniais skirs-
tiniais. Pasitlytas tikétinumo funkcijos konstravimo biidas i§gyvenamumo modelio para-
metrams jvertinti. Sudarytas i§gyvenamumo modelis pritaikytas 1972 metais pradétos

1 lentele

Stebéty miréiy bei pagal modeli dviem variantais ((10) ir (11))
paskaitiuoty mir&iy skaiius

Mirties prieZastis Koronarinés ligos ~ VéZys  Kitos  Viso

Pirmas variantas, (10) formulé

Stebéty mir¢iy skaicius 412 247 201 860
Modeliavimo rezultatai 533 353 239 1125
Skirtumas 121 106 38 265
% nuo stebéty miréiy 29 43 19 31

Antras variantas, (11) formulé

Stebeéty mirgiy skaiius 412 247 201 860
Modeliavimo rezultatai 469 320 245 1034
Skirtumas 57 73 44 174

% nuo stebéty miréiy 14 30 22 20
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ir 22 metus trukusios Pasaulio sveikatos organizacijos koordinuotos, Kauno-Roterdamo
profilaktinés metodinés programos, pavadintos “KRIS” (The Kaunas Rotterdam Inter-
vention Study), metu surinktiems duomenims.

1 lenteléje yra pateikti stebéty mirtiy nuo kiekvienos prieZasties bei pagal modeli
paskaiCiuoty mir&iu nuo kiekvienos prieZasties skaitiai abiem variantais ((10) ir (11)).
Modeliavimo mir&iy skaiius rastas pagal tokia formule:

N
MS; =Y F; (X)1{ji =34}, §=1,23 (15)
=1

t.y., buvo susumuotos visy stebéjimy tikimybes mirti nuo konkregios prieZasties per visa
stebéjimo laikotarpi. Tokiu biidu gautas tam tikras skai€ius, nusakantis kiekvienos mirties
dazni.

I§ 1 lenteléje pateikty rezultaty matome, kad pagal pasidlyta varianta (ivedant
“salygine” i3gyvenamumo funkcija (11)) sukonstruotos tikétinumo funkcijos maksimiza-
vimas duoda geresnius rezultatus nei pagal literatiiroje rasta varianta (naudojant iSgyve-
namumo ir rizikos funkcijas (10)) sukonstruotos tikétinumo funkcijos maksimizavimas,
ta prasme, kad pagal modelj paskaigiuoty mirciy skaicius pirmu atveju buvo artimesnis
stebéty miriy skaiCiui nuo koronariniy ligy ir véZio, ir Siek tiek didesnis mirtims nuo
kity prieZasCiy.
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The survival regression model of competing risks for the family of
Farlie-Gumbel-Morgenstern distributions

A. Jakaitiené, D. Zuokas

In this paper the trivariate survival regression model for FGM family of distributions is const-
ructed with marginal left-truncated logistic distributions. Two methods (using survival and hazard
functions in the first case, and distributional density and “conditional” survival function in the se-
cond case) are used when constructing likelihood function for model parameter estimation. Const-
ructed survival model was run with the data of the “KRIS” (The Kaunas Rotterdam Intervention
Study), which lasted for 22 years from 1972. The results show, that using second case for likelihood
function construction gives better approximation for the data, because some additional conditions
are considered.



