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1. Ivadas

Taikymuose daZnai tenka skai€iuoti pasikliautinuosius intervalus (PI). Skirtingai nuo pa-
prasto stebejimy aritmetinio vidurkio, apra$angio ,tipine* tiriamojo kintamojo reikSme,
PI atspindi ir tos reik§més tiksluma bei turimos informacijos patikimuma. Standartiniuose
statistiniuse paketuose realizuotos PI skaitiavimo procediiros skai¢iuoja taip vadinama
Stjudento pasikliautinaji intervala (SPI). Sis metodas remiasi prielaida, kad tiriamosios
populiacijos skirstinys yra normalusis, be Sios prielaidos SPI yra tik tikrojo PI aprok-
simacija. Siuo metu yra Zinoma daug kity, daug tikslesniy PI aproksimavimo metodu,
kurie remiasi EdZvorto (Edgeworth) skleidiniais ar didZiujy nuokrypiy tikimybiy asimp-
totika, tadiau realiuose statistiniuose tyrimuose jie néra plagiai taikomi. To prieZastis yra
sunkiai praktiskai patikrinamos prielaidos, kuriomis jie remiasi, bei asimptotinis (kaip ir
SPI metodo) pobidis, neleidZiantis daryti apie gauta PI pagristy i§vady realybéje visada
baigtinio, o daZnai ir gana maZo dydZio imtimi.

RySium su vis platesniu statistiniy metody taikymu vis aktualesnis darosi jy patikimu-
mas ir universalumas. Todél pastaruoju metu vis daugiau démesio skiriama praktiniams
PI apskai&iavimo klausimams ir ivairiy PI skai¢iavimo metodu palyginimui baigtinio dy-
d%io imtim analiti¥kai ir modeliavimo badu [1, 3].

Siame darbe nagrinéjami PI sudaryti, naudojant pakartotiny im&iy (bootstrap, resamp-
ling) metodus. Modeliavimo biidu atliktas ju palyginimas tarpusavyje ir su SPL. Tyri-
mas remiasi realiais biologiniais duomenimis (pateiktais antrojo i§ autoriy) apie urviniy
plésriiny (barsuky, lapiu ir manguty) urvy pasiskirstyma 1 km? ploto kvadratuose toly-
giai i¥déstytuose visoje Lietuvos teritorijoje. Pasiskirstymai ypatingi tuo, kad yra dis-
kretils, igyja tik keleta reikSmiy (iki 9), yra labai asimetriSki su santykinai dideliu nulinés
reikmes daznumu ir nereguliariomis ,,uodegomis* (Zidr. 2 skyreli). Zodiu, turi pakan-
kamai nepalankiy ypatybiy, kad kelty abejones, jog SPI $iuo atveju, kai im¢iy dydzZiai
svyruoja tarp 3 ir 187, yra geriausias PI skai¢iavimo metodas.

2-ame skyrelyje aptariami duomenys ir konkretus PI radimo uZdavinys. Toliau
trumpai supaZindinama su pakartotiny (pseudo)imiy metodologija, papras¢iausiais
ja pagristais PI konstravimo budais bei papildomos informacijos panaudojimo gali-
mybémis. Paskutinis skyrelis skirtas tyrimo metodikos apra§ymui, rezultatams ir i§va-
doms.
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2. Duomeny aptarimas

Naudojant kartografinius Zemélapius (1:25 000) buvo i3rinkti 371 1 km? ploto kvadratai.
Jie skirstomi i dvi grupes: ,,misko* (ju 184) ir ,Jauko* (ju 187). Siame darbe naudojami
tik ,,Jauko* kvadratai, nes jie tolygiai §achmatine tvarka i$sidést¢ Lietuvos teritorijoje
(sisteminé imtis) ir todél leidZia be poslinkio prognozuoti urvy skai¢iy visoje Lietuvos
teritorijoje ir ivairiuose sluoksniuose. Kadangi kvadraty numeracija yra atsitiktiné atZvil-
giu ju gamtiniy salygy ir imtis sudaro tik 0,25% viso ploto, galima laikyti, kad duomenys
apie kvadratus yra paprastoji graZintiné imtis. Duomenyse uZregistruotas urvy skaicius ir
gamtinés salygos kiekviename kvadrate.

Urviniy pléSrany (barsuky, lapiy, manguty) urvy vidutinio skai¢iaus kvadrate pasi-
kliautinieji intervalai leisty daryti tam tikras iSvadas apie ju skaitlinguma ir paplitima.
Biologams svarbios ir ju reik§més atskirose ZemévaizdZio grupése: KMA (kalvotosios
moreninés auk§tumos), ML (moreninés lygumos), PL (plynaukstés), SL (smélétosios ly-
gumos), US (upiy sléniai).

1 ir 2 pav. pateiktos urvy daZniy diagramos rodo, kad skirstiniai yra labai asimetriki
daZnai su santykinai dideliu nulinés reik§més daZnumu ir nereguliariomis ,,uodegomis®.
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1 pav. Urvy pasiskirstymo visoje teritorijoje daZniai.
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2 pav. Urvy pasiskirstymo jvairiuose ZemévaizdZiuose daZniai.
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1 lentele -
Stjudento pasikliautinieji intervalai
Zemer N Me Lower 95% Upper 95%
an

& Obs CL for Mean CL for Mean
KMA 31 1,2258065 0,5252885 1,9263244
ML 109 0,5229358 0,2599673 0,7859043
PL 3 2,6666667 -6,7381269 12,0714603
SL 29 0,6551724 0,1862545 1,1240904
us 15 0,5333333 0,1217500 0,9449167

Jiems suskaiiuoti SPI pateikti 1-oje lenteléje. Koks jy tikslumas ir patikimumas?

[vairiems atvejams, tame tarpe ir atvaizduotiems 1 ir 2 pav., Monte Karlo metodu
buvo generuota tiikstantis im&iy ir joms paskaitiuoti vidurkiai. Visais atvejais Shapiro-
Wilk kriterijus atmeté hipoteze apie ty vidurkiy skirstinio normaliskuma (rezultatai Cia
nepateikiami, juos galima rasti [4]).

3. Pasikliautinyju intervaly apskaitiavimas pakartotiny im¢iu metodu

Tegu Y), ..., Y, yra dydZio n paprastiausia imtis su pasiskirstymo funkcija (p. f) F ir
tegu T(Yl, .., Yy) yra statistika, nepriklausanti nuo imties elementy tvarkos. Ja pa-
togu uZraSyti tOkll.l pavidalu T'(F ) kur F' yra empiriné p.f. (e.p.f.). Konkregiai im&iai
Y1,...,Yn galima suskailiuoti statistikos T' reik§me, bet be papildomy (parametriniuy)
prielaidy apie F negalima daryti jokiy i¥vady apie galimas Sios statistikos reik§mes pa-
kartotinoms dydZio n imtims, t.y., apie jos tikimybinj skirstini. Tam reikty daug kart
kartoti imties rinkimo procediira. Pakartotiny im¢iu (bootstrap) metodologija sitlo tokia
i8eiti i8 §ios situacijos.

Jeigu p.f. G maZai skiriasi nuo p.f. Fy, tai natiiralu tiketis, kad ir statistikos T(F)
skirstinys tuo atveju, kai F' = G, tam tikra prasme maZai skirsis nuo atvejo, kai F' = Fo.
Jeigu n pakankamai didelis, tai F ~ F.Paéeme¢ F = F turime galimybe kiek norima karty
kartoti imties rinkimo procediira realaus rinkimo neatliekant, o ji tik imituojant, pvz.,
kompiuterio pagalba (Monte Karlo metodas). Tam reikia i3 aibés {Y1,...,Y,} atsitikti-
nai su lygiomis kiekvieno elemento i§rinkimo tikimybémis iSrinkti n elementy. Tokias
imtis vadinsime (neparametrinémis) pakartotmomls (pseudo)imtimis (bootstrap imtimis)
ir Zymésime Y7*, ..., Y, 0juep.f. F*. Turint R pakartotiny pscudmmélu, o tuo padiu ir
R statistikos T* = T(F*) reikimiy T}, . . ., T, galima ivertinti T(F ) skirstini, vidurki,
dispersija, kvantilius ir kitas tikimybines charakterlstlkas. Tegu ¢ = ¢(T|F) Zymi mus
dominancia charakteristika.

Pakartotiny im&iy metodo [2] paklaida sudaro statzstme paklaida ir modeliavimo pa-
klaida. Pirmoji atsiranda dél skirtumo tarp p.f. F' ir F, kuris salygoja ir skirtumga tarp
c(T|F) ir ¢(T|F). Paprastai yra tam tikra laisvé pasirenkant c ir statistika T'. Tuomet
siekiama jas parinkti taip, kad ¢(T'|F') kuo maZiau kisty atZvilgiu F', t.y., turéty kuo ma-
Zesne absoliutiniu dydZiu jtakos funkcija (influence function) tikrosios p.f. F aplinkoje.
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Tam naudojama standartizacija (studetization), transformacijos [2] bei papildomos statis-
tikos [3].

Modeliavimo paklaida atsiranda dél to, kad vietoje c(T' |ﬁ ) imamas jo jvertinys gautas
i imties T7, ..., Tj. Su pakankamai dideliu R $i paklaida gali biiti kaip norint maZa,
tatiau beprasmiska siekti Zymiai didesnio tikslumo uZ statisting paklaida. Monografijoje
[2], pavyzdZiui, 0,025 kvantilio vertinimui, rekomenduojama imti R = 40n.

Sudarant PI, pakartotiny (pseudo)im&iy metodologija taikoma reikalingy kvantiliy
jvertinimui. Duotam p, 0 < p < 1, p-kvantilis jvertinamas k-aja imties T7,..., T
pozicine statistika Tpyy, k = k(p) = [(R+ 1)p]. Tegu ap = 2a yra duotas reiks-
mingumo lygis, 5,, ir 01—« Zymi statistikos T atitinkamai apatinj ir virSutini PI réZius,
| = k(a), u = k(1 — ). Bazinis (basic bootstrap) PI nusakomas formulémis

~

B =2t —tf,), O1_a=2t—1tf.

Standartizuoto bazinio (studentized basic bootstrap) PI réZiai yra

~

o =t—sZ,y, Bi_a=t—sZpy,
kur s2 yra T dispersijos jvertinys i§ pradinés imties, Z{k) Zymi imties

Z:=(Tr-T)/s;, r=1,...,R,
k-aja pozicine statistika, (s})? Zymi statistikos T dispersijos ivertini i§ r-tos pakartoti-
nos pseudoimties Yy*, ..., Y;r. Bazinis PI su (simetrizuojancia) transformacija h (h = h
(basic bootstrap)) uZsira$o tokiu budu

g, = h‘1{2h(t) - h(t;u))}, O = h-l{zh(t) - h(t;,))}.

Nors transformacija gali Zymiai pagerinti bazini pasikliautinaji intervala, po jos kartais
gali buti naudinga panaudoti dar ir standartizacija.

Procentiliy (procentile bootstrap) PI sudarymo metodas, kaip ir auk3tiau aprasyta-
sis, remiasi prielaida, kad egzistuoja simetrizuojanti transformacija. Taliau $iuo atveju
galutinese formulése ji nefigiiruoja, ir todél jos nereikia Zinoti. Procentiliy PI réZiai tokie:

~

Oa = tfy, B1_a =1,

Juos taip pat rekomenduojama standartizuoti.
Siame darbe mus dominanti statistika T = T'(F) yra tiesiog aritmetinis vidurkis Y.

Papildomos informacijos panaudojimas sudarant pasikliautinuosius intervalus.
Kai stebéjimy skirstiniams apraSyti taikomi parametriniai modeliai, gana daZnai ty para-
metry biina ne vienas, o keli. Trumpai aptarsime, kaip galima biity konstruoti pasikliau-
tinuosius intervalus, naudojant $ia papildoma informacija. Analogiskas metodas aptaria-
mas [3].
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Tegu modelio parametrai yra (a, b), kur a yra skaliaras. Tarkime, kad (4, b) yra koks
nors parametry (a, b) ivertinys, pvz., didZiausio tikétinumo, ir salygine statistikos a pa-
siskirstymo funkcija, kai b igyja fiksuota reik¥me b, F&I;J(t|b), yra neZinomo vidurkio
 ir parametro b funkcija, grieZtai monotoniska ir tolydi atZvilgiu 4 ir ¢ kiekvienai b
reikimei b. NemaZinant bendrumo galima teigti, kad ji monotoniSkai maZéja. Raide -y
Zymésime pasikliovimo lygmeni, a1 = (1 — 7)/2, a2 = (1 + 7)/2. Tuomet egzis-
tuoja tokia monotoniskai didéjanti atZvilgiu pirmojo argumento funkcija g(a, a|b), kad
Pr{g(a,alb) < pulb = b} = , 0 < a < 1. Remiantis §ia tapatybe vidurkio y-pasikliau-
tinaji intervala galima apibréZti lygybémis

U1 =g (d, aglf)) , M2 =§ (&,aﬂl;) . (D

Pritaikysime §i PI sudarymo metoda duotai konkre¢iai situacijai. I§ 1 ir 2 pav. matosi,
kad paprasta parametrini modelj parinkti nepavyks, kadangi pastebimas neproporcingai
didelis kvadraty be urvy skai&ius. Todél natiiralu pabandyti kvadraty be urvy skai¢iy mo-
deliuoti atskirai. Viena i§ galimy alternatyvy biity tokia. Tegu X Zymi urvy skaiiy kvad-
rate. Tarkime, kad ji galima i¥reiksti kaip dviejy nepriklausomy atsitiktiniydydZiy Z ir Y’
sandauga X = Z - Y, kur Z turi binomini skirstini B(1, po), 0 Y — koki nors parametrini
skirstini, pvz. Puasono ar geometrini. Pastaraisiais dviem atvejais visos auksciau aprasy-
tos salygos i$pildytos, ir (no, Y), kur ng yra kvadarty be urvy skaicius, sudaro pakankama
statistika. Sio modelio atitikimas duomenims buvo patikrintas ivairiems atvejams, naudo-
jant tiketinumo kriterijy x2. Aidku, jis nevisada tiko. Tatiau ir be parametriniu prielaidy
apie Y skirstini galima tikétis, kad Y skirstinys bus reguliaresnis uZ X . Pritaikius (1), vi-
durkio 4 =EX PI randamas i3 parametro a =EY" paskliautinojo intervalo (ay, a2) pagal
formules:

p1=a1(1—no/n), p2=az(l—no/n). 2

4. Pasikliautinyjy intervaly palyginimas

Lyginami metodai. Modeliavimo biidu buvo palyginti tarpusavyje tokie PI metodai: SPI,
optimalusis (0), basic bootstrap (bb), percentile bootstrap (pb), studentized basic bootst-
rap (sbb), studentized percentile bootstrap (spb), h=log (basic bootstrap) (log), h=sqrt
(basic bootstrap) (sqrt), basic bootstrap v0 (bb0), studentized basic bootstrap v0 (sbb0),
scaled basic bootstrap vO (scbb0), percentile bootstrap v0 (pb0), studentized percentile
bootstrap vO (spb0), scaled percentile bootstrap v0 (scpb0). PI pagrindinés charakteristi-
kos yra (ivertintas) realus jy pasikliovimo lygmuo ir ilgis.

Optimalusis PI yra Monte Karlo metodu naudojant pakartotinas imtis randamas mi-
nimalaus ilgio PI. Jis parenkamas kaip trumpiausias intervalas, apimantis ne maZiau kaip
95% generuoty reikSmiy.

PI (log) ir (sqrt) gauti naudojant “basic bootstrap” metoda transformuotai statistikai,
paémus atitinkamai natiirini logaritma ar iStraukus kvadrating 3aknj i generuoty duo-
meny vidurkio.
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PI (bb0)—(scpb0) yra analogi8ki apraSytiems anksciau, bet remiasi ne bendru urvy
skai¢iaus vidurkiu, o tik kvadraty su urvais vidurkiu v0. Pastarajam atitinkamu metodu
apskailiuoti PI transformuojami  reikiamus naudojant (2). Dviejuose PI su ‘sc’ (scaled)
taikomas specialus standartizacijos biidas. Standartinis nuokrypis ivertinamas ¥ pagalba,
remiantis geometrinio skirstinio dispersijos iSraiska per vidurki.

Palyginimo metodika ir rezultatai. PI metody palyginimui buvo apskai€iuoti urvy
skai&iaus tirtuose kvadratuose santykiniai dazniai lapéms, barsukams ir mangutams vi-
soje teritorijoje bei atskirai pagal ZemévaizdZiy grupes. Atmetus atvejus su labai mazu
imties dydZiu, gavosi 12 gana skirtingy varianty, kuriems visais lyginamaisiais metodais
buvo apskaiciuoti PI. Kvantiliy, reikalingy PI sudaryti, apskai¢iavimui buvo generuojama
R = 1000 pakartotiny im&iy. Tokios yra praktinés rekomendacijos [2]. Siekiant jvertinti
PI kokybe ir ,,realy” pasikliovimo lygmeni, Sie pakartotiny im¢iy eksperimentai buvo at-
liekami N = 200 karty. I3 §iy pakartotiny eksperimenty buvo jvertinti vidutiniai PI ilgiai
ir vidutinis PI kraSty atstumas iki generuotos imties vidurkio. Metodai, kuriy jvertintas
(realus) pasikliautinumo lygmuo mazZesnis uZ 0,95 ne daugiau, kaip leidZia 20 taisykle,
buvo surisiuoti vidutinio (per 200 modeliavimo realizaciju) PI ilgio didéjimo tvarka. 1-
ajam suteikiami 6 balai, 2-ajam - 5 ir t.t. Balus gaudavo tik pirmasis SeSetukas. Sie balai

2 lentelé
Metody palyginimas
Nr. Metodas [vertinimas Suma
1 h = sqrt 2 412 5131216 6 30
(basic bootstrap)
2 | Percentile bootstrap vO 5 6|5]6 6 28
3 | Studentized percentile 63 ]5]3 5 6 28
bootstrap v0
4 | Studentized percentile 1 2 2 31111454 23
bootstrap
S | Optimalusis 511 3 615 20
6 | Studentized basic 311 4|2 5 5 20
bootstrap
7 | Standartinis Stjudento 3 3 61413 19
8 | Percentile bootstrap 4 411 514 18
9 | Basic bootstrap v0 6 6 12
10 | Studentized basic 21614 12
bootstrap v0
11 | Scaled percentile 5 4 9
bootstrap v0
12 | h=log (basic bootstrap) 1 3 3 7
13 | Scaled basic bootstrap vO 4 4
14 | Basic bootstrap 2 2
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4 B student. procent. boots.: )
0,09 - v0
0,08 - B optimalusis
0.07 1 DO procentile bootstrap
0,06 -
0,05 - Elstandartinis studento
0,04 1 M h=sqrt (basic boots.)
0,08 |-
B studentized procent. boots.
0,02 -
0,01 - M studentized basic boots.
0,00 - _ )
\ B h=log (basic boots.) y
3 pav. Bendro urvy skaiciaus vidurkio pasikliautinieji intervalai.
4 )
0,7 -
0,6 -
0.5 - B student. basic boots.: vO
M student. procent. boots.: vO
0.4 1 Dh=sqrt (basic boots.)
0,3 - B studentized basic boots.
M studentized procent. boots.
0.2 1 Bh=log (basic boots.)
0,1 -
0.0 -
. y

4 pav. Lapiy urvy skai¢iaus KMA-ose vidurkio pasikliautinieji intervalai.

ir pateikti 2 lenteléje, stulpelyje ,Ivertinimas*. Stulpelyje ,,Suma‘ yra ju suma per visus
12 varianty.

Iliustravimui 3 ir 4 pav. grafiskai pateikti 2-jy i§ 12 atveju, biitent bendro (visy rii§iu
visoje teritorijoje) urvy skaiCiaus ir lapiu urvy skaiiaus kalvotose moreninése aukstu-
mose, vidurkio PI-y vidutiniai ilgiai ir ivertinti pasikliovimo lygmenys (jie nurodyti vir$
atitinkamy stulpeliy).

ISvados
1. Nors normalioji aproksimacija beveik visais atvejais buvo netiksli (nuliné hipo-

tezé atmetama), tatiau standartinis Stjudento metodas nagrinéjamoje situacijoje pateike
pakankamai gerus rezultatus. Bendrai pagal vidutinj ilgi jis yra 7-as i§ 14, jo jvertintas
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pasikliovimo lygmuo buvo ne maZesnis uZ nominaly 95% pasikliovimo lygmeni. Ma-
tyt, tai galima paaiskinti tuo, kad tiriamoje situacijoje atsitiktinius dydZius galima laikyti
(beveik) apréZtais ar net binominiais.

2. Geriausi yra $ie metodai: h = sqrt (basic bootstrap), Percentile bootstrap v0 ir
Studentized percentile bootstrap v0. Tiek h = sgrt (basic bootstrap), tiek Percentile
bootstrap vO metody esme (pastaryju netiesiogiai) sudaro pasikliautinyjy intervaly konst-
ravimas transformuotai statistikai. Tai reigkia, kad $iuo atveju pasikliautinyjy intervaly
kokybe priklauso nuo tinkamai parinktos transformacijos. Vadinasi, tranformacija pasi-
teisina ir yra reikalinga.

3. Literatiiroje [2] rekomenduojama, sudarant PI, naudoti standartizavima. Nors v0
paremtiems metodams standartizavimas esminés itakos neturéjo, tatiau klasikinius pa-
kartotiny im&iy metodus Zenkliai pagerino.

4. Standartizacija, kai vietoj standartinio nuokrypio naudojamas parametriniu modeliu
paremtas ivertis (PI (scbb0) ir (scpb0)), nepasiteisino.
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Comparison of confidence interval construction methods for discrete
biological data

A. Kanopaité, E. Mickevi¢ius, M. Radavi€ius

The bootstrap (resampling) methods of construction of confidence intervals (c.i.) are conside-
red. The c.i. obtained are compared with each other and with the standard student c.i. by simula-
tion. The study is based on a real biological data about distribution of badger, fox, and raccoon dog
borrow number in 1 km? square areas uniformly allocated throughout Lithuania territory. The dist-
ributions take only a few nonzero values with relatively large proportion of zeros, are very skewed
and have irregular tails. In this case the normal approximation, the student c.i. is based on, of the
distribution of the sample mean is not sufficiently accurate for small samples.



