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Kvantilio vertinimas baigtinéje populiacijoje
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1. Ivadas

Nagrinéjama baigtiné populiacija Y = {1,2,...,N} su tyrimo kintamuoju y, kurio
reik§mes {y1, y2,. .., yN } neZinomos ir gali biiti suZinotos imties elementams. Populia-
cijos parametras 8 = 6(y1, 2, . .., yn) taip pat neZinomas. Ji reikia jvertinti. Tuo tikslu
renkama tikimybiné imtis i C U, kurios elementus paprastumo délei Zymésime tiesiog
i={1,2,...,n}. DaZniausiai vertinamas populiacijos parametras yra suma

t=ty=y1+y2+...+yn.

Norint jg jvertinti, turint tikimybing imtj i, galima pasinaudoti Horvitz-Thompson sumos
jvertiniu ([2]):

h=3

kei

Jis yra nepaslinktasis. Jo dispersija

D?y = Z Z(ﬂ'kl —Wkﬂl)glf-ﬂ

T T
keu let kT

gali biiti vertinama nepaslinktuoju jvertiniu
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paZyméjus elementy priklausymo imgiai tikimybes 7 = P{k € i}, 7y = P{k €1, l€ i}.

Literattiroje retai nagrinéjamas, bet praktikoje naudojamas populiacijos parametras
yra tyrimo kintamojo y pasiskirstymo F’ bet kurio g lygio, 0 < ¢ < 1, kvantilis Q(q).
Atskiras kvantilio — medianos (¢ = 1/2) ir jos pasikliautinojo intervalo vertinimo atvejis
iSnagrinétas [2]. Kai kurios kvantiliy funkcijy vertinimo galimybés nagrinétos [1].

Siame darbe siiilomas kvantilio — dviejy sumy santykio ivertinys ir kvantilio pasi-
kliautinojo intervalo jvertinys. Sie jvertiniai gali biiti taikomi Lietuvos oficialiosios sta-
tistikos vykdomame namy tkiy biudZety tyrime.
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2. Kvanﬁlis

Kvantiliu vadinamas toks skaitius Q(g), 0 < ¢ < 1, kuris tenkina nelygybes

F(Q(g)) <4 < F(Q(g) +0).
Kvantilis gali buti lygties

F(Q(g) =4 )

sprendiniu. Tadiau tyrimo kintamojo reik$miy pasiskirstymo funkcija baigtinéje populia-
cijoje yra laiptuota, ir (1) lygtis turi arba be galo daug sprendiniy, arba ju visai neturi. Ty-
rimo kintamojo reik§meés populiacijoje suriifiuojamos didéjimo tvarka: y7 < y5 < ... <
yk . Jei egzistuoja toks ko € U, kad F(yi ) = g, tai kvantilis Q(q) = (yi,4+1 + Yi,)/2-
Jei F(yg) # q su visais k € U, tai atsiras toks ko, kuriam F(ys _;) < g, tatiau
F(y},) > q. Tada kvantilis Q(g) = yj,-

Norint gauti kvantilio jvertini Q(q), reikia nagrinéti populiacijos pasiskirstymo funk-
cijos F(z) jvertini F'(z), tenkinanti nelygybes

F(Q@) <a< F(Q(g) +0).

Imties reikSmeés ri¥iuojamos didéjimo tvarka: yf < y3 < ... £ yi. Kvantilio ivertinys
) ) 1 2 n y

bus

Otq) = { Wiowr +4ia)/2, eiyra ko € Fly,) =g
Ui jei Fyg,_1) <4, Flyg,) >q

kokiam nors kg € i.
Pasiskirstymo funkcija galima uZraSyti

F(z) = #A:/N, ()
Cia Ay = {k € U: yr < z}, ir #A; reidkia aibés A, elementy skaiCiu. Norint jvertinti
kvantili, reikia jvertinti pasiskirstymo funkcija, o ji gali biti uZraSyta ir kitaip. [veskime

papildoma kintamaji z2(z) = {z1(z), ..., 2n(2)}, &ia

1, jeiy <z,
2k (2) = {0, jei gk > T,

k=1,2,...,N.Tada

F(z) = tyx)/N, 3)
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ir pasiskirstymo funkcijos (2) vertinimo uZdavinys susiveda i dvieju sumy santykio ver-
tinimo uZdavini:

= e - ze(z) S 1
F(r)= 22, t”=§: , N=§:—.
(z) 7 (z)

3. Kvantilio pasikliautinasis intervalas
Radus konstantas ¢; > 0 ir cz > 0 tokias, kad
P{C] (q)) } > 1- a,

intervalas (f ~1(¢y), F~1(c3)) bus a lygio (0 < a < 1) pasikliautinasis intervalas kvan-
tiliui Q(q). Jei santykio ivertinys F(Q(q)) turi normaluji skirstini su vidurkiu g, tai

c1=q— QN(O,I)(a/z)V DF(Q(Q)),

= 4
c2 =g+ Qn(o,1)(@/2) DF(Q(g)),

tia Q N, 1)(@/2) yra standartinio normaliojo skirstinio 1 — a/2 lygio kvantilis.
DF (Q(q)) apytiksle dispersija uZraSome, naudojantis santykio ivertinio apytikslés
dispersijos formule, gaunama, skleidZiant DF(Q(q)) Teiloro eilute:

- 1~ s
ADF(Q(9)) = 7D (tz<o<q)> —qN ) : ®

Prakti¥kai Sios apytikslés dispersijos panaudoti negalime, nes ji priklauso nuo visu popu-
liacijos reik$miy, todél ja dar reikia jvertinti. [verliu naudojama

~

DF(Q(9) = D(?,(Q(q,) —gN).
Tokiu bidu i¥ (4) gauname g lygio kvantilio Q(q) pasikliautinaji intervala (o lygio)
(F~* (s-@wonter2yBFGQ@),

P+ Quan(a/2y/DFQ))). ©
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4. Pavyzdys

Pajamuy vienam namy iikio nariui pasiskirstymo kvantiliy ir ju pasikliautinuju in-
tervaly vertinimas namuy iikiy biudZety tyrime

Siame tyrime naudojama sluoksniné imtis su dviejy etapy lizdine imtimi sluoksniuo-
se. Pirmaji sluoksnj sudaro trijy didZiyjy miesty: Vilniaus, Kauno, Klaipédos, Siauliy
ir PanevéZio namy tkiai. Antrajam priklauso vidutiniy ir maZujy miesty gyventojy namy
tikiai, ir treiajam — kaimo gyventojy namy ikiai. Tarkime, kad visi gyventojai yra itraukti
i gyventojy registra. 10680 namy iikiy imtis paskirstoma i sluoksnius proporcingai ju
dydziui. Im¢iy planai sluoksniuose yra tokie:

1-asis sluoksnis. 1§ gyventojy registro renkama paprastoji atsitiktiné 4 476 asmeny
imtis. Tiriami i§rinktyjy asmeny namy tkiai.

2-asis sluoksnis. Vidutiniy ir maZuju miesteliy gyventojai apjungiami { lizdus, turin-
Cius nuo 1000 iki 10 000 gyventojy. 1-ajame etape su tikimybémis, proporcingomis lizdo
dydziui, renkama graZintiné 20 lizdy imtis i§ 140 populiacijoje esanéiy lizdy. 2-ajame
etape kiekviename i3 iSrinktyjy lizdy i§ gyventojy registro renkama paprastoji atsitiktiné
132 asmeny imtis. Jy namy Gkiai laikomi i8rinktais i imtj.

3-asis sluoksnis. Suformuojami 463 lizdai, kuriuose yra nuo 300 iki 2 000 namy akiy.
1-ajame etape su tikimybémis, proporcingomis lizdo dydZiui, i§renkama graZintiné 33
lizdy imtis. 2-ajame etape isrinktuosiuose lizduose i§ gyventojy registro renkama pa-
prastoji atsitiktiné 108 asmeny imtis. Jy namy tkiai laikomi i§rinktais i imti.

Tyrimo kintamasis y — asmens pajamos. Jy pasiskirstymo funkcija F'(z), pasinaudojus
(3), gali biti uZrasyta tokiu badu:

() Natsy s Na
o=t - S0 S,

¢ia N - populiacijos dydis émimo saraSe (gyventojy registre), N — sluoksnio dydis
émimo saraSe, Fj,(x) — pajamy pasiskirstymo funkcija h-ajame sluoksnyje, tﬁ(i) — kin-
tamojo z(z) reik§miu suma h-ajame sluoksnyje. Kvantilis vertinamas, iprastiniu biidu
nagringjant funkcija F'(z).

Kvantilis, bidamas (1) lygties sprendiniu, tuo padiu yra lygties

3
> Xt FQ) =
h=1

sprcndmlu Norint rasti kvantilio pasikliautingjj intervala (6), reikia skaiiuoti funkcijos
F(Q(9)) = Th_, % Fu(Q(q)) apytiksle dispersija

3

FAQW) - x.z ADRL(Q(a)). @

h=

ADF(Q(g)) = AD( N

h=1
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Apytikslés dispersijos ADﬁ(Q(q)) skaiCiavimas

1-ajame sluoksnyje elemento tikimybeé priklausyti imé&iai m1x = nymyx /Ny, Ciang —
1-ojo sluoksnio imties dydis, my — k-ojo namy ukio registruoty asmeny skaicius, k € Uy,
U, - 1-ojo sluoksnio gyventojy populiacija. Tikimybe, kad k-sis ir I-sis namy iikiai kartu
priklausys im¢iai, yra

S ni(ny — I)mumuy
1kl Ne(V; = 1)

Tada, pasinaudojus Horvitz—Thompson sumos jvertiniu ir (5), gauname

1 ~
= 'ﬁlfD tzl()Q(q)) - FI(Q(Q))NI)

_ _1_2 Z Z (roat — ey 22(Q@) = Fi(QM0) 2u(Q(9) - F1(Q(a)
N €l leU

Tk LY

ADF(Q(9))

= —%(1 + J—V—I—I:—l) ( )m Z E UkULL, (8)

1 kel lely

tia uik = 2 (Q(q)) — F1(Q(g)) yrakintamojo ux = 2(Q(q)) — F1(Q(g)) reiksme.

2-jame ir 3-jame sluoksniuose turima dviejy etapy lizdiné imtis. I etape — graZintiné
lizdiné imtis su lizdy i¥rinkimo tikimybémis pp; = Lp; /Ejeuth,-, imties dydis np,
todel lizdo priklausymo im¢iai tikimybe

. npLps
hi= =
EJ’ €Un th

Uy, - lizdy populiacija h-ajame sluoksnyje, h = 2,3, Lp; — registruoty asmeny skaiius
lizde.

II etapo lizdas — namy tkis. h-ojo sluoksnio i-ojo lizdo k-ojo namy @ikio tikimybe
priklausyti im€iai yra

. ThiMhik
hik = ———,
Lpi

Siah =2,3,i € Up, h = 2,3, Tip; — I etapo imties dydis h-ojo sluoksnio i-ajame lizde,
k=1,2,..., Mpik, Mnir —asmeny skailius i-ojo lizdo k-ajame namy akyje.
PaZzyméjus i I etapo imti h-ajame sluoksnyje, parametro 6 ivertiniui 6 galioja lygybe

= D(E@)in)) + E(D(8lir)).

Ja naudojamasi, skai€iuojant dispersija 2-ajame ir 3-ajame sluoksniuose:

D(’(ch(q» - F (Q(q))ﬁh)
) D(E( (@ ~f (Q(q))ﬁhlih)) + E(D( 2(Q(a)) ( )Nhllh))
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2-ojoir 3-0jo sluoksniy [ etape imtj laikysime graZintine, iSrinkta su tikimybeémis, propor-
cingomis lizdo dydZiui. Tada sumai vertinti I etape galima naudotis Hansen-Hurwitz su-
mos ivertiniu ([2]). I etape galima naudotis tokiu pat Horvitz-Thompson sumos jvertiniu,
kaip ir 1-ajame sluoksnyje. Sukombinavus $iuos ivertinius, gaunama pasiskirstymo funk-
cijos ivertinio apytikslés dispersijos sluoksnyje iSraiska

-~ 1 ~
ADFr(Q(q)) = N_ED@Q(") ~ Fi(Q(q))N»)
2oA(h)
1 t.. 2
- i ui —t(h)
N,fnh iezuh [ph (phi u )

—m (1 - z::)(l + Lml— 1) Z Z Uhikum‘z], ()]

k€Un; leUn;:

pri = Lni/Sjev, Lnps 180 = i uiks unik = 2rik (Q(2)) = Fu (Q(a)), =
Ekei,.,» Uhik/Thik, B = 2,3, in; — imtis h-ojo sluoksnio i-ajame lizde. Up; — h-ojo
sluoksnio i-ojo lizdo namy iikiy populiacija, zxix — kintamojo z(x) reik§mé h-ojo sluoks-
nio 4-0jo lizdo k-ajam asmeniui.

Apytikslé pasiskirstymo funkcijos ivertinio dispersija, istatius dispersiju iSraiSkas
sluoksniuose (8) ir (9) i (7), tampa

5 1 1 1 1
ADF(Q(q)) = m{ —N—lg(1+m) (1— 17\17_11)71_1 >0 wakua

kel leU,

e (B () 3 3 e}

keUn: leUn;

Pasiskirstymo funkcijos ivertinio dispersijos ivertinys

~ 1 1 1 1 1. .
DF(Q() = m{ - () (- ) 2 X e

ke€i; leiy
3 Cr (k)
1 tu; 4\ 2
Y | (B -7
= (e — 1) [ Pri "

1 Mhi 1 1.
—(1- <1 ) Z L anal b,
nhiLizn'phi ( Lm) + Lpi—1 Z Tkl uh'kuh’l]}

k€in; l€in:
nik = 20 (Q(@)) — Fu(@(0)). h = 2,3, Bk = 2£(Q(a)) — F1(Q(9)), istatytas i (5),
duoda kvantilio apytiksli pasikliautinaji intervala.

Autoré dékoja VGTU studentei Jurgitai Cimzaitei, dalyvavusiai ruogiant §j darba.
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Estimation of a quantile in finite population

D. Krapavickaité

An estimator of the quantile of a study variable distribution function in finite population and its
confidence interval is proposed. The estimator is adapted to the two-stage cluster sample which is
used in a household budget survey carried out in Lithuania.



