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1. [vadas

Pastaruoju metu vykstant sparfiam skaitiavimo technikos ir programinés irangos vysty-
muisi galima apdoroti didelius duomeny masyvus, tai skatina sudétingesniy matematikos
metody naudojima. Kadangi duomenys daZnai yra daugiamatiai ir jvairialypiai, tai pries
atliekant ju analize daZnai neaisku, kiek reikSmingas vienas ar kitas rodiklis konkretaus
uZdavinio sprendimui. Tokiu atveju vienas i§ sprendimo biidy yra daugiamatiuy duomeny
klasifikavimas i atskiras, homogenines grupes.

Siame darbe nagrinéjamas Gauso skirstiniy misinio klasifikavimo efektyvumo uzda-
vinys naudojant jvairius klasterizavimo metodus.

Tarkime, turime ¢ nepriklausomy d-maciy atsitiktiniy dydZiy Y;, kuriy skirstinio tan-
kiai ; su vidurkiais M; ir kovariacinémis matricomis R;, i = 1,2,...,q. Tegul v yra
atsitiktinis dydis, nepriklausomas nuo Y;, ir igyjantis reik¥mes i = 1,2,...,g su neZino-
momis tikimybémisp; > 0,7 =1,2,...,¢. Pazymékime d-mati atsitiktinidydj X=Y,.
Kiekvienas stebéjimas priklauso vienai i¥ ¢ klasiy, priklausanciy nuo atsitiktinio dydZio
v. Atsitiktinio dydZio X skirstinio tankis yra miSinio tankis

q
f(.’l:) = ZPI“P:’(I) = f(=, 6), ze€ Rd1 1
=1
a0 = (pi, Mi, Ri,i = 1,2,...,q) yra neZinomas daugiamatis parametras.

Pagrindinis klasifikavimo uzdavinio tikslas yra stebéjimo rezultaty X = {X1,..., Xn}
pagrindu nustatyti objekty su poZymiy vektoriumi X priklausomybeés i-tajai klasei ¢ =
1,2,...,q aposteorines tikimybes mi(z) = P{v = i|X = z} . Pasinaudoj¢ ivestais
paZyméjimais, galime uZraSyti

p;’l;f;r)’ i=1,2,...,¢. (2)

Remiantis (2) imties X reik§meés priskiriamos grupéms

7T-i($) =

#(X) = argmax#;(X), i=12,...,¢ €))
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2. Naudojami klasterizavimo algoritmai

Darbe naudojamus klasterizavimo algoritmus salyginai galima suskirstyti i ,.,geometri-
nius* ir ,tikimybinius*. Pirmajai grupei yra priskiriamas hipersferinis, antrajai grupei —
EM, k-vidurkiy ir vienody kovariaciniy matricy algoritmai, jie daZniausiai taikomi nau-
dojant Gauso skirstiniy mi$inio modelius.

EM algoritmas. Jeigu klasiy skaiCius ¢ yra Zinomas, tai maksimalaus tikétinumo
ivertis 6 MmTMm yra efektyvus 0 jvertis. Praktikoje maksimalaus tikétinumo iveréio radimui
daZniausiai taikomas EM algoritmas. Tegul ;(z), ¢ = 1,2,..., ¢ yra duota aprioriné ti-
kimybé imties X stebéjimams. Duotai 7;(x) jvertinamas parametras 6 = (p;, M;, R;,i =
1,2,...,q) [5, 6, 7, 11]. Duotai pradinei 6©) yra skai¢iuojamos 7?1(0) tikimybés. EM al-
goritmas yra rekurentiné procediira, kuri pradeda skaiiuoti arba nuo duoto parametro 6,
arba nuo duotos tikimybés ;(z) pradiniy jvergiy. EM algoritmas paprastai nutraukiamas
po tam tikro, i§ anksto uZduoty, lteracqu skaiCiaus. Jvertis 6 EM algoritme konverguoja
1, maksimalaus tikétinumo jverti BMTM jeigu pradinis ivertis 6 yra pakankamai arti
OMTM reik¥mes.

k-vidurkiy algoritmas. Sis algoritmas jungia pradiniy klasteriy radimo metoda ir ite-
racinj algoritma, kuris minimizuoja nuokrypiy kvadraty suma tarp klasteriy vidurkiy. Uz-
duodami pradiniai taskai, kurie laikomi klasteriy vidurkiais. Visi stebéjimai priskiriami
laikiniems klasteriams pagal maZiausia atstuma iki uZduoty klasteriy vidurkiy. UZduoty
klasteriy vidurkiai kei¢iami laikiny klasteriy vidurkiais ir procesas kartojamas kol klas-
teriai stabilizuojasi [14]. Klasterizavimas yra paremtas Euklidiniu atstumu, ir stebéjimai
esantys arti vienas kito priskiriami tam pac¢iam klasteriui, o stebé&jimai nutole vienas nuo
kito — skirtingiems klasteriams.

Sugrupavus imties X stebé&jimus i klasterius kiekviename klasteryje jvertinamas pa-
rametras 0 = (p;, M, R;, 1 =1,2,...,q). Ivertio 6 reik¥mes p Pi, AZ, i=1,2,...,q9k-
vndurkm algoritme konverguoja i mailausxu kvadraty jveréio 0M K M reik§mes p; pr kM,
M,MKM, i=1,2,...,q,jeigu pradinio n,ver§1o 6©) reik¥mes pf ), Mi(o), 1=1,2,.
yra pakankamai arti GMKM reik§miy i prx M M,MKM, 1=1,2,...,q.

Vienody kovariaciniy matricy algoritmas. Tegu A= (a;x) — kovariaciné matrica vie-
noda visuose klasteriuose, n; — stebéjimy skaiCius i-tame klasteryje ir

d'(t,h) =
d d
! e I3 mO® (X0)(1) - X9 () (X¥) (£) — X (k) <o,
e A k=1
= d d )]
0, jei Z z m(J’)(k)(X(J')(t)_X(J‘)(h)) (X(k)(t)——X(k)(h)) > U2,
=1 k=1

Matricos A elementai apibréZiami kaip

Ste1 i 4 (6 (X V() - XO )X B (t) - XD (b))
25 S d(t, k)

)

Ajk =
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Vienody kovariaciniy matricy algoritmas yra rekurentiné procedira, kuri pradeda
skai¢iuoti nuo duotos kovariacinés matricos A pradinio jver&io (atskiru atveju tai gali
biiti imties X kovariaciné matrica). Laikoma, kad matrica M = (m;) lygi A~1 Pagal (4)
ir (5) perskai¢iuojama matrica A. Vienody kovariaciniy matricy algoritmas nutraukiamas
kai jvertis stabilizuojasi [14]. Sugrupavus imties X stebéjimus i klasterius kiekviename
klasteryje ivertinamas parametras 6 = (p;, M;, R;,i=1,2,..., q)-

Hipersferinis algoritmas. Apie kiekviena stebéjima formuojama r spindulio hipers-

d+2 d 1/(d+4)
ferar = [?—w‘;%);lz'*—l)] VI, (s®)2, (s1)2 - miginio empirinés dispersi-

josl=1,2,...,d,irrandami artimiausi jo ,.kaimynai*. Dvi Salimais esancios hipersferos
yra apjungiamos, o jy tadkai priskiriami vienam klasteriui, jei apjungty hipersfery tankio
jvertis yra didesnis uZ atskirose hipersferose esanciy stebéjimy jvertinama tankij [14]

- U2
L 6
gl 'I'LV, El ( )
&ia n; — stebéjimy skaitius i-tame klasteryje, V; — Klasterio taris, i = 1, 2,....4.

Sugrupavus imties X stebéjimus i klasterius kiekviename klasteryje jvertinamas para-
metras 8 = (p;, M, Ri, i = 1,2,...,9).

3. Eksperimentinis tyrimas

Ankstesniame skyriuje aprasyty klasterizavimo algoritmy efektyvumo tyrimas atliktas
Monte-Karlo metodu. Toks algoritmy palyginimo biidas sudaré galimybes iSmatuoti
tikrasias stebéjimy grupes ir tuo biidu jvertinti algoritmy efektyvuma. Tyrimui buvo nau-
dojami Gauso skirstiniy miSiniai.

Klasterizavimo tikslumui vertinti skai¢iuojamas padaryty klaidy priskiriant stebéji-
mus atskiroms grupéms santykinis daZnis

a_ly
A®) = = 3 Lax@peXO)}- @
t=1

Skai&iavimai atlikti su imties didumu n = 1000 keigiant migini sudaraniy skirstiniy
vidurkius, kovariacines matricas ir atsitiktinio dydZio X matavimy skaiciy.

Algoritmai: 1 — EM, 2 — automatizuotas EM, 3 - hipersferinis, 4 — k-vidurkiy, 5 -
vienody kovariaciniy matricy, 6 — apjungtas k-vidurkiy ir EM, 7 — apjungtas vienody
kovariaciniy matricy ir EM algoritmai.

Vienody svoriy (p; = 0,5, i = 1,2) Gauso misiniai (d = 5):

Gauso hipersferiniai mi3iniai (naudoti K. Fukunaga [2], O.J. Dunn [9])

I - M;=(,...,0), M, = (1,68,0, ..., 0),
R; =I=diag((1, ... 1]), Rg=I=diag((1...., 1)).
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I - M;=(0,...,0), M, = (2,56, 0, ..., 0),
R; =I=diag([1,...,1]), R, =I=diag((l,...,1]).
o - M;=(0,...,0), M, = (4,65, 0, ..., 0),

R; =I=diag([l,...,1]), R. =I=diag((l,...,1]).
Duin miSinys (naudotas R.P.W. Duin [4], M. Skurichina [13])

IV - M;=(0,...,0), M;=(3v2,0,...,0),
a ¥ .0
-2 4 0.0
Ri=R;=| 0 0 1..0
...... 0
0 0 0..1

J. Van Ness miSiniai [10]

— 2 2 _ (.2 2
vV - Ml——(—m,o,...,o, 275), Mz—(m,o,...,o,m),
R; =1, R, =diag((l, 1, 1, 0,5, 0,5]).
_(__4 _ 4 __(_4 4
VI - M;=( WE’O""’O’ m), M; = (W’O""’O’m)’
R; =1, R, =diag([1, 1, 1, 0,5, 0,5)).
S. Marks ir O.J. Dunn mi$iniai [9]
vt - M;=(0,...,0), M;=(0,...,0,1),
R; =1, R, =diag([8, 8, 8, 1, 1]).
vilm - M;=(0,...,0), M;=(0,...,0,2),
R; =1, R, =diag([8, 8, 8, 1, 1]).
IX - M;=(0,...,0), My=(0,...,0,4),
R; =1, R, = diag([8, 8, 8, 1, 1]).
W. Highleyman miSinys [3]
X - M;=(1,1,0,...,0), M; = (2,0,...,0),

R; =diag([1, 0,25, 1, 1, 1]), Ry =diag([0,01,4, 1, 1, 1]).

Ivertinus modeliuoty Gauso miSiniy klasterizavimo paklaidas (1 lentelé) matosi, kad
esant vienodoms kovariacinéms matricoms, o klasteriy centrams nutolus efektyviis yra
k-vidurkiy ir vienody kovariaciniy matricy algoritmai (I, II, III). Hipersferinis algorit-
mas neblogai veikia tik esant maZai i$sibarsCiusiems ir toli vienas nuo kito esantiems
klasteriams (III, I'V). Naudojant apjungtus k-vidurkiy ir EM, arba vienody kovariaciniy
matricy ir EM algoritmus matosi, jog blogai parinkus parametro 6 ivertj k-vidurkiy arba
vienody kovariaciniy matricy algoritmu, EM algoritmas klasterizuoja blogai, o jei pradi-
nis klasterizavimas atlieckamas gerai, tai véliau taikyti EM algoritma néra efektyvu (I, I,

III).
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1 lentele

Klasterizavimo tikslumo jvertinimas duomenis grupuojant skirtingais algoritmais

Gauso Algoritmai
miSiniai 1 2 3 4 5 6 7
I 0217 0306 0511 0217 0219 0219 0,221
I 0,122 0124 0511 0,121 0,120 0,124 0,121
I 0,019 0019 0023 0019 0016 0020 0,019
v 0,000 0,000 0004 0001 0000 0000 0,000
v 0,195 0290 0510 0216 0,193 0212 0,194
VI 0,039 0044 0081 005 0044 0053 0,042
vl 0225 0237 0636 0244 0229 0240 0,230
VIII 0,064 0072 0689 0087 0073 0,084 0,073
X 0,003 0003 0758 0004 0003 0003 0,003
X 0059 0058 0509 0253 0204 0223 0,184

Vienody svoriy (p; = 0,5, ¢ = 1,2) ir vidurkiy (M; = (0,...,0), i = 1,2) Gauso
misiniai (d = 5):

XI - sije=1 1j=k, s256=0,3-1j=k, Jk=15;

XII - sije=1-1j=k, 525k=0,25-15=k, J,k= 1;5;

XII - syk=1-1j=k, S2k=0,2-Li=k, J,k=T;5
2 lentele

Klasterizavimo tikslumo jvertinimas, kai klasteriy centrai sutampa

Gauso Algoritmai

miSiniai 1 2 3 4 5 6 7
X1 0287 0295 0496 0493 0469 0494 0458
X1 0281 0293 0495 0494 0477 0494 0461

XIII 0,193 0223 0497 0494 0489 0493 0487

[vertinus modeliuoty Gauso misiniy klasterizavimo paklaidas (2 lentel¢) matosi, kad
klasteriy centrams sutampant efektyvus yra EM algoritmas.

Atlikti skai¢iavimai parodé, kad priklausomai nuo atsitiktinio dydZio X dimensijos d
misinio klasterizavimo tikslumas kinta ne monotoniskai. Bendrai paémus, atsiZvelgiant j
skai&iavimo rezultatus, galima teigti, kad EM, k-vidurkiyir vienody kovariaciniy matricy
klasterizavimo algoritmai duoda panasius rezultatus nepriklausomai nuo dimensijos, kai
migini sudaran&iy klasteriy kovariacinés matricos sutampa, o skiriasi tiktai jy vidurkiai.

ISvados

1. Atlikta EM, hipersferinio, k-vidurkiy ir vienody kovariaciniy matricy klasteriza-
vimo algoritmy analizé. Modeliuojant atsitiktinius dydZius apytiksliai ivertintos
$iais klasterizavimo algoritmais gaunamos klaidos.



576 T. Ruzgas

2. Panaudojus taikomosios statistikos metodus sukurtas Gauso skirstiniy miginio kla-
sifikavimo efektyvumo tyrimo modelis, kuris realizuotas programi$kai panaudojus
SAS programavimo priemones.

3. Gauso misinio imitacinis tyrimas parode, kad klasterizuojant daugiama&ius duo-
menis tiksliausi rezultatai gaunami taikant EM algoritma, kiti naudoti algoritmai
duoda tiksly rezultata, kai tiriami vienas nuo kito nutole klasteriai. Gauti rezultatai
rodo, kad klasteriy centrams sutampant, o skiriantis tiktai kovariacinéms matri-
coms hipersferinio, k-vidurkiy ar vienody kovariaciniy matricy klasterizavimo al-
goritmy taikymas yra visi$kai neefektyvus. Kai Gauso skirstiniy vidurkiai skiriasi,
efektyvu atlikti pradini duomeny grupavima naudojant k-vidurkiy arba vienody ko-
variaciniy matricy klasterizavimo algoritma ir ivertinus parametra § = (p;, M;, R;,
i=1,2,...,q) toliau ji naudoti EM algoritme.
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Comparison of various clustering algorithms efficiency
T. Ruzgas

This article illustrates the problem of clustering efficiency of Gaussian mixture models using
various clustering methods. The results of investigation by simulation are discussed.



