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Nenulinés sumos vienetinio kvadrato lo§imuose, nedaug tesiskirian¢iuose nuo analogisku
nulinés sumos lo§imy, atsiranda galimybé tam tikry formy NeSo pusiausvyroms egzis-
tuoti. I§ tikryju, tai aktyviosios Ne3o pusiausvyros kvadratiniuose bimatriciniuose logi-
muose, kuriy matricy elementai yra vienetinio kvadrato branduoliy reik§més. Tuo paais-
kinamas miisy démesys aktyviyjy pusiausvyry bimatraciniuose lo§imuose tyrinéjimams
[4] ir [5], kuriuos tesiame ir Siame darbe.

Pagrindinés savokos ir Zyméjimai:

Bimatricinis lo§imas apibréZiamas matrica

(a11,b11) (a12,b12) ... (@1n,b1n)
AB-= (a21,b21) (a22,b22) ... (a2n,b2n) ,
(anly bnl) (an2, bn2) cen (anna bnn)

kuria sudaro atitinkamai I-jo ir II-jo loSéju i%loSiy matricos A = (@ij)(nxn), B =
(bij) (nxn)-

Grynosios strategijos: abu lo§éjai turi po n grynujy strategijy — I-sis lo3¢éjas renkasi
matricos eilutes, II-sis — stulpelius.

MiSriomis strategijomis vadiname tikimybinius skirstinius grynuju strategijy aibése.
Abiejy lo3éjy misriujy strategijy aibés 2 ir 2, yra vienodos; jas Zymésime (2:

n
Ql=Qz=9={(21,22,...,zn)|z,~20, i=1,m Zz,'=1}.
i=1

Miriaja strategija vadinsime aktyvia, kai visos jos komponentés yra teigiamos, t.y.
kai visos grynosios strategijos yra naudojamos (aktyvios).
Situacija vadiname strategijy pora — po viena kiekvienam loS¢jui:

(X,Y)=((931:121---’-’En),(yl,yz,.--,yn)), kai X €y, Y €.

Raidémis X,Y (be transponavimo Zenkly) Zymime tiek vektorius-eilutes, tiek ir
vektorius-stulpelius. Katras variantas naudojamas — apsprendZia reikalavimas, kad ma-
tematinés operacijos ir teiginiai biity apibréZti. Tas pats taikoma ir toliau sutinkamiems
vektoriams v, w, 0, b, p.

Loséjy isloSiai apibréZiami kaip X AY, X BY situacijy aibéje 21 x 2.
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Neso pusiausvyra vadiname fiksuota situacija (X, Y), kuriai teisingos nelygybes:

AY < XAY, visiems X € Q,, )
< XBY, visiems Y € Q. 2

Nedo pusiausvyra sudaran&ias strategijas X ir Y vadinsime pusiausvyrinémis strate-
gijomis.

Aktyvigja pusiausvyra vadinsime tokia NeSo pusiausvyra (X,Y), kurioje X > 0,
Y > 0.Ja sudarandias strategijas vadinsime aktyviomis pusiausvyrinémis strategijomis.

IsloSius pusiausvyros situacijoje Zymésime

XAY =v, XBY =w.

Analizés pagrindu imsime NeSo pusiausvyry teorijoje daZnai naudojama tvirtinima,
kurio irodymas remiasi tik aktyviosios NeSo pusiausvyros apibréZimu:

Lema. Bimatriciniame loSime (A, B) situacija (X,Y), X > 0,Y > 0, yra Ne3o pusiau-
svyra tada ir tik tada, kai yra teisingos lygybés:

AY =, ©)]
XB=w. O]
Ciav = (v,v,...,v), W = (w,w, ..., w) yra n-maéiai vektoriai, o jy komponentés —

islo§iai pusiausvyros situacijoje.

Taip aktyviosios pusiausvyros paieSkos suvedamos i dviejy nepriklausomy analogisky
sistemy

n
AY =v, Y w=1, >0, i=1n 5)
=1
n
XB=w, Y zi=1 >0, i=Tn, (6)
=1
sprendima.

Toliau nagrinésime tik (5) sistema. Ja pakeisime ekvivalencia sistema, prie kiekvieno
matricos A elemento pridédami toki skaiciy k, kad naujosios matricos A+ K visi elemen-
tai buty teigiami. Tuomet ir v stulpelio elementai padidéja skaiiumi k ir yra teigiami.

Taip, neprarasdami bendrumo, toliau galime apsiriboti tik tokiy bimatriciniy lo§imy
(A, B), kuriuose abiejy matricy elementai yra teigiami, nagrinéjimu.

Be to, (5) sistema yra ekvivalenti sistemai

AY =v, Y >0, )
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nes kiekviena (7) sistemos sprendinj atitinka jos normalizuotas sprendinys, kuris yra ir
(5) sistemos sprendinys.

Sistemai (7) nagrinéti pasinaudosime tvirtinimu, gautu sekant klasikine Farka3o teo-
rema:

Teorema. Tarkime, kad duota teigiamy elementy matrica A (mxn) ir vektoriusb € R™.
Yra teisingas vienas ir tik vienas i§ tokiy tvirtinimy:
arba sistema

AY =b, Y >0, (Y €R ®)

turi sprendini,
arba sistema

pA20, (p,b)<0, (p€R™) 9

turi sprendini, bent vieng i5 (m+1) jos nelygybiy tenkinanti su grieZtu nelygybés Zenklu.

[rodymas. Abi sistemos (8) ir (9) turéti po sprendini Y* ir p* negali, nes tuomet bty
teisingos lygybés

(p*,b) = (p", AY") = (p"A,Y7).

$i lygybe yra prieStaringa, nes:

jei (p*,b) < 0,tai 0 > (p*,b) = (p*A4,Y*) > 0;

jei (p*,b) = 0, tai bent viena i§ p* A komponentiy yra teigiama, kitos neneigiamos,
oY* > 0.Todel 0 = (p*,b) = (p*A4,Y*) > 0.

Dabar tarkime, kad (7) sistema neturi sprendiniy, t.y.b # Z,kai Z = {z € R™|z =
AY, Y > 0}. Aibé Z yra netudCia, iSkila, reliatyviai atvira. Todél egzistuoja nenulinis
vektorius p* toks, kad (p*,z) > (p*,b) visiems z € Z, t.y.

(p*,2) = (p*,AY) = (p*A,Y) > (p*,b) visiems Y > 0. (10)

Irodysime, kad p*A > 0.

Tarkime priesingai, kad {-toji vektoriaus p* A komponenté yra neigiama: [p*A]; < 0.
Imkime aibe vektoriy Y; (¢ > 0), kuriy I-toji komponenté lygi ¢, o visos kitos lygios
1/t. Vektoriy Y; visos komponentés yra teigiamos, tafiau tllglo (p*A,Y;) = —o0, o tai
priestarauja (10) nelygybei.

Dabar pastebékime, kad kai p* A = 0, i§ (10) turésime 0 > (p*, b). Kai (p*,b) =0,
tai i¥ (10) i8plaukia, kad (p* A4, Y) > 0 visiems Y > 0, todél $iuo atveju p*A # 0.

Vektorius p* tinka (9) sistemai. Teorema irodyta.

1 i$vada. Sistema (7) turi sprendiniy tada ir tik tada, kai sistema

pA>0, D p:i<0 (1)



590 A.G. BlaZevi¢, D. SadZiité

neturi tokio sprendinio p, kuris bent viena i$ visy (n + 1) nelygybiy tenkinty su grieZtu
nelygybés Zenklu.

[rodymas. Pritaike teorema (7) sistemai ir gauta alternatyviaja (9) sistema

pA>0’ (p1v>=vzpz<0

i=1
suprastine, pasinaudodami skai¢iaus v teigiamumu, gausime (11).

Nagrinédami analogi$kai (4) sistema, gausime toki tvirtinima:
2 iSvada. Sistema (4) (kai B yra teigiamy skaiCiy matrica) turi sprendiniy tada ir tik
tada, kai sistema

Bp>0, ) pi<0 12)
=1

neturi tokio sprendinio p, kuris bent vieng i5 visy (n + 1) nelygybiy tenkinty su grieZtu
nelygybés Zenklu.

Tokiu biidu, aktyviy NeSo pusiausvyry egzistavimo klausima bimatriciniame loSime
(A, B) su teigiamomis i§loiy matricomis suvedéme i sistemy (11) ir (12) tam tikry spren-
diniy egzistavimo klausima.

Esant matricoms A, B neteigiamoms, nagrinéjamas ekvivalentus teigiamas bimatri-
cinis lodimas (A + K, B + K).

Savo ruoZtu, (11) ir (12) sistemas galima pakeisti ekvivalen&iais tiesinio programa-
vimo uZdaviniais. Apie tai — kur nors kitoje vietoje.
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One class of Nash equilibria in bimatrix games
D. Sadziate

Active Nash equilibria existence in bimatrix game problem is reduced to the problem of none-
xistence of special solutions of the systems (11) and (12).



