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1. Ivadas

Virtualieji modeliai labai platiai naudojami ivairiose technikos, aukstuju technologiju,
mokslo srityse. Daugelis tiriamy procesuy pasiZymi ta savybe, kad modelio sprendinys
greitai kinta tik lokaliose srityse, o Sios sritys irgi juda kintant laikui. Todel efektyviis
skaitiniai sprendimo metodai turi biiti adaptyviis, prisitaikantys prie modeliuojamo pro-
ceso savyby. Adaptyviy erdviniy diskregiyjy tinkly sudarymas yra aktyviai nagrin¢jama
skaitiavimo matematikos sritis. Siame darbe tirsime naujus uZdavinius, atsirandantius,
kai diskretusis erdvinis tinklas néra pastovus kintant laikui.
Nagrinékime vienmati parabolinj uZdavini;:

2
%:%-{-f(x,t), 0<z<l1l 0<tgT,
0
U(O, t) = /-LO(t)v U(l,t) = l“'l(t)a
U(z,0) = Up(z), 0<z<1.

Apibrezkime diskre€iuosius tinklus:

wr = {tk: tt=kr, k=1,2,...,K},
wh(t*) = {:::;c =0, z =1, xf = :c?_l + h§_0'5}~

Diskretusis tinklas wy(t*) néra pastovus: gali keistis tiek mazgy skaiius, tiek ir jy
padetis (Zr. 1 pav.).
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1 pav. Adaptyvusis diskretusis tinklas.
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Pagrindinis $io darbo tikslas yra ivertinti baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos
paklaidos ir interpoliavimo paklaidos poveiki diskregiojo sprendinio globalios paklaidos
dydZiui.

2. Baigtiniy skirtumu schema

Norédami supaprastinti analizg, tarkime, kad kiekviename laiko sluoksnyje diskregiojo
tinklo Zingsnis yra pastovus, bet mazgy skai€ius Ny gali buti ir skirtingas. Diferencialini
(1) uzdavinj aproksimuojame baigtiniy skirtumy schema
3 k—
U ]’“ -1 U p !
T
U(} = #O(tk)v U}f,k = “l(tk)v
U°(z;) = Uo(z;), z; € wi(t0).

= Uk + f(z5,tF), 0<j <Nk

T

)

Cia pazymejome baigtiniy skirtumy schemos sprendini UF =U(zh, t*), 0

k k—1 k-1

k
ko prk-1 - 73 L k-1 +1 i_pk-1
L U™ = k—l_xk—lUl+1 +xk—1 k— U

Tyt 1 41 — T
yra tiesinis interpoliantas, kurio pagalba apskaitiuojame sprendinio reikSme apatiniame
laiko sluoksnyje naujo tinklo tadkuose.
Tegul Z¥ = u(z¥,t¥) — U} yra globalioji diskretiojo sprendinio paklaida. Ji tenkina
tokia baigtiniy skirtumy schema:

Zk _ zk-1
—]——T-]—-— = Z§x+‘I’A+‘I’1,

zk=0, Zk =0.

1 lema [1]. Tarkime, kad u(z,t) € C3(Q:). Tada baigtiniy skirtumy schemos aproksi-
macijos paklaida V 4 ir interpoliavimo paklaida V| yra ivertinamos nelygybémis:

Ch?
|Wal < C(h2 +7), [P < -

Remdamiesi gerai Zinomomis neisreiktinés Eulerio schemos stabilumo C normoje
savybémis (Zr. [2]), irodome toki pagrindini rezultat apie (2) baigtiniy skirtumy schemos
sprendinio konvergavima:

1 teorema. Baigtiniy skirtumy schemos (2) sprendinys konverguoja i (1) diferencialinio
uzdavinio sprendini ir teisingas globalios paklaidos ivertis:

1125 [loo < C(-r+h2+ E:-)
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2 pav. Diskretusis tinklas.

N

I§ 1 teoremos gauname nestandarting i§vada, kad diskregiojo sprendinio paklaida
dideéja, kai maZiname diskretyji parametra 7:

h,  jei T=0(h),
”Zk”oo <C \/E, jei 7= O(h1’5),
O(1), jei T=0(h?).

Parodysime, kad 1 teoremos iverdiai yra tiksliis. Spreskime pavyzdi, kuriame (1) uZ-
davinio tikslus sprendinys yra funkcija u(z, t) = e sin(rz), o diskretusis tinklas wp, (t*)
atvaizduotas 2 pav.

Skai&iavimo eksperimento rezultatai yra pateikti 1 lenteléje, kur v paZyméjome eks-
perimentini, diskre&iojo sprendinio konvergavimo greiti.

1 lentelé

Skaitinio eksperimento rezultatai naudojant schemg (2)

N T ||Zk||°° ¥
T =4h 80 0,05 5,55e-3 1,0099
160 0,025 271e-3 1,1035
320 00125 1,34e-3 2,4004
640 000625 6,65e—4 4,8924
T = 2r15 160 3,12¢-3 337e-3 0,252
320 1,10e-3 2,56e-3 0,395
640 39le—4 187e-3 0,453
1280 1,38e—4 1,34e-3 0,478
T = 40h? 80 625e¢—-3 6,65e-3 —1,04
160 156e—3 7.4le-3 —0,18
320 391e—4 7.62e¢-3 —0,04
640 976e—5 7,67e-3 —0,01
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3. Triikus Galiorkino metodas

Siame skirsnyje ta pati (1) uZdavinj spresime triikiuoju Galiorkino metodu [3]. Nag-
rinékime vieng laiko sluoksnj

L ={(zt): 0<z <1, 1<t )
ApibréZiame funkcijy erdve
w© — {U(z,t): U |1, € S,’,_k},

kur paZzyméjome gabalais tiesiniy funkcijy erdve

Ni

Spx = {v(a:,t): v(z,t) = Z kgoJ (1‘)}

j=0

Triikiojo Galiorkino metodo sprendinys U € W©) yra pastovus kiekviename inter-
vale I ir tenkina lygybe

tk
(U, 0) + (U Y,0F)) = / (f,v)dt, Yv € S} 4, 3)

&ia paZymeéjome:

[Uk—l] - Uk _ Uk—l
’U’::: =‘U(tki0), ’Uk='U;='U;: 17

Ud— = UgQ.

Vel gauname baigtiniy skirtumy lygti:

tk
Uk — P,U*! 1
———=Un+: / (Paf)dt, @
tk—-l

kur Py, f apibréZia funkcijos Lo projekcija
(thv U) = (fv U)y Yv € Sill.k‘ (5)

Taigi pagrindinis skirtumas tarp Galiorkino schemos ir (2) baigtiniy skirtumy schemos
yra tas, kad funkcijos reik§mé apatiniame laiko sluoksnyje yra apskaiCiuojama panau-
dojant projektavimo operatoriy, o ne interpoliavimo operatoriy. Panaudodami [3] darbo
metodika, nesunkiai gauname toki teigini:
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2 lentelé
Skaitinio eksperimento rezultatai naudojant schemg (2)
N T 1250
T =4h 80 0,05 1,12e-2 0,986
160 0,025 6,19¢-3 0,993

320 10,0125 3,11e-3 0997
640  0,00625 1,55e-3 0,998

T = 2hbS 160 3,12e-3 398e—4 1,521
320 1,10e-3 140e—4 1508

640 39le—4 493e-5 1,506

1280 1,38e—4 1,74e-5 1,504

T = 40h? 80 6,25e¢—3 812e—4 1,99
160 1,56e—3 203e—4 2,00
320 39le—4 508e—5 2,00
640 9,76e—5 127e-5 2,00

2 teorema. Tritkiojo Galiorkino metodo sprendinys konverguoja i (1) diferencialinio uz-
davinio sprendini ir teisingas globalios paklaidos ivertis:

tk
(@) - U¥) < ©(2+108 %) max, (IAZAlIn + 7l

h2
U]l + 12 W] ) < Olr + B2,

|| |I* narys atsiranda tik tada, jei Sp . _; € Sh -
2 lenteléje pateikiame skaitiavimo eksperimento rezultatus, patvirtinanCius teorines
i§vadas.
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Comparison of the stability of discontinuous Galerkin and
finite-difference methods
R. Ciegis, Rem. Ciegis, O. Subot

In this article we present stability analysis of two discrete schemes, which are used to solve a
parabolic problem on adaptive nonstationary meshes. The influence of interpolation and projection
errors is investigated. It is proved that interpolation error accumulates during computations while
projection error has much better stability properties. Numerical examples illustrate these theoretical
results.



