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1. Ivadas

Praktikoje daZnai tenka interpoliuoti periodines funkcijas. Tam tikslui naudojami perio-
diniai interpoliaciniai splainai, t.y., splainai su periodinémis kra$tinémis salygomis.

Literatiiroje [1-4] nagrinéjami periodiniai kubiniai splainai, kai jie uZraSyti dalimis
polinomine forma. Si uZra§ymo forma yra neuniversali, todél praktikoje daZnai naudo-
jama kita splaino forma: splainas uZraSomas tiesiniu B splainy dariniu -

9(z) =Y bBi(z), )
k

Zia by, — tiesinio darinio koeficientai — realieji skaiiai, o BX(x) — n-osios eilés B splainas,
nusakytas tasko z atzvilgiu[l, 3, 4]. »

Siame darbe nagrinésime universaly n-osios eilés periodinio interpoliacinio splaino,
nusakyto tiesiniu B splainy dariniu, apskaitiavima: teorinius ir praktinés realizacijos
klausimus, bei $iy splainy taikyma kai kuriy periodiniy funkcijy aproksimacijai.

2. Pagrindinés formulés
Paprastai nagrinéjame splainus, kuriuos nusako baigtinis tinklelis A: 7o < 71 < ... <
z . Norint splainus uZrayti (1) formule, tinklelj A reikia i3plésti, ivedant papildomus
taskus:
Ton<Tpp1<...<T_1<Zo ir TN <TN41 < ... < ZIN4n.
Toks tinklelio i$plétimas yra laisvas: paprastai _; = zo — i(Z1 — o), TN4i =

zn +i(zn — TN-1), i = 1,n. Tada n-osios eilés splainas g(z), apibréZtas intervale
[0, zn], uZraSomas formule

N-1
9(x) = Y bBi(). )

k=—n

Zemiau suformuluotam interpoliavimo uZdaviniui spresti reikés iy formuliy.



Periodiniy funkcijy aproksimacija splainais 631

Normalizuotieji n-osios eilés B splainai (toliau B splainai) [3, 4] tenkina rekurenciaja
lygti

; T—Z; ; Titntl — T it 1
Bi(r) = ———B!_,(z)+ ————_Bi*i(z), n>1,
() P 1(2) T — g O" (z), n>
. 1, z€[zi,Tit1], 3
o(z) =
0, prieSingu atveju.

Splaino, uZradyto (2) formule, 7-osios eilés i¥vesting, kai z € [z, Z;+1), apskaiivo-
jama pagal formulg [3, 4]

¢dN(z)=n(n-1)...(n—r+1) Z b BE_ (z), @)

k=i—n+r
dia

b =b, k=7-n,3
-1 -1
bl(c ) —bSc—l)

B0 =
k — ’
Tntk+1-1 — Tk

l=1,r, k=i—n+1:.

Suformuluokime periodinés funkcijos interpoliavimo uZdavini.

Tarkime, kad periodiné funkcijay = f(z) su periodu T = [a, b] nusakyta reikdmiy
lentele (z;, ¥:), i = 0,N,%iazog =a,0zNy =b.

Reikia apskai€iuoti n-osios eilés splaina g(z), tenkinanti interpoliavimo ir krastines
periodines salygas:

g(x') =yi7 i=05N9
&)

g (o) =gMN(zn), r=T,n—-1
Prastindami simbolika, kur tas nesukels painiavos, tolesniame déstyme n-osios ¢ilés

B splaing BX () Zymésime Bi(z).
Jvertindami, kad splainas uZraSytas (2) formule, i§ (5) sistemos gausime:

bi—nBi—n(z:) + bins1Bicnp1(z:) + ...+ bic1Bioi(z:) =y, i=0,N,

b_nB) (o) + b_ns1B"), 1 (z0) +.. .+ b_1B")(z0) — bn-nBY) . (zn) (©)

—bN_,..,.lBg)_nH(xN) —_ = bN_lBg)_l(a:N) =0, r=1,n-1.
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3. (6) sistemos formavimas ir sprendimas

[4] literatiiroje yra pateikta paskaliné procediira bg, kuri skirta B(t), k = i — n,i —
n+1,...,4,t € [x;, Ti41) reikméms apskaitiuoti pagal (3) formulg, o taip pat splaino,
uZrayto (2) formule, 7-osios eilés i§vestinés reikSmei apskaiciuoti pagal (4) formulg, t.y.,
apskaiciuoti g(™ (t), kai t € [zo, TN].

Kreipiantis i $ia procediira, kait = x;,1 = o, N, apskaitiuosime (6) sistemos pirmyjy
N + 1 lyggiy koeficientus.

Paémus atitinkama koeficienty by, rinkini, splaina g(z) galima sutapatinti su norimu B
splainu BX(z) (¥r. (2) formulg). PavyzdZiui, jei b_n = 1,0b; =0,i=—n+1,N -1,
tai g(z) = B;"(x). Vadinasi, ¢ (z) = (B, (z))("). Tuo bidu, atitinkami paren-
kant koeficienty by rinkinius, apskaitiuosime BX(z), k = —n,—1, ir BY "**(z),
k = 0,n — 1, reikiamy eiliy i$vestiniy reik§mes, atitinkamai mazguose z = zo ir
T = T, t.y., apskaiiuosime likusius (6) sistemos koeficientus.

Tik atskirais atvejais (kain = 3arban = 5irz; — o # TN — zN—-1)(6) sistema
galima spresti specifiniais perkelties metodais [2, 3]. Todél &ia Sia sistema siilome spresti
universaliu modifikuotu QR metodu, kurio sudétingumas yra O(n? - (N + n)).

(6) sistemos matricos prie$ QR metoda ir po jo atitinkamai yra:

( apl ap2 Qon
ay; a2 ... Qin
ani aN2 ... QNn
S11 $12 ... Sin 911 g12 --- din
\Sn—l,l Spn-1,2 -+ Sn-1,n gn-1,1 9n-1,2 --- gn—l,n/
ir
{aox ... Gon P11 Pin \
ap;l a2 ... GQin
GN-n1 ++-+ GN—n,;n PN-n,1 .- PN-1,n
aN-1,1 .+« QN-1,n PN-1n
an,1 GN,n
S11 S1,n-1

sn—l,n—I}

Tada modifikuotas QR metodas (nenormuojant vektoriaus, formuojancio atspindZio
matrica) apraSomas taip.
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Tiesioginis etapas

k-asis ( k = 0, N) Zingsnis
Vektoriaus, formuojancio atspindZio matricq, apskaiciavimas

n-1
— N e _ 2. — /a2 .
¢ = Si1, z-—_l,n—-l, sum = E ci; v =4/ay, +sum;

i=1

w=ag +v;, u = w? + sum.
Matricy a ir s perskaiciavimas
ak1 = —0;

visiems 7 nuo 2 iki n skai¢iuosime:

n—1
d=2- (w—akj-f-Zsij-c,')/u;

i=1

agj =akj—d-w; 8 j_1=8;—d-¢; 1=1n-1

Matricos p formavimas ir g perskaiciavimas

L jeik < N-—n,
T lk=N+n+1, pratveju.

Visiems 7 nuo ! iki n skaifiuosime:

n-—1
d=2- Zgij “cifu;
i=1
pej=—d-w; gij=gi;—d-c, i=Ln-1L

Matricos s papildymas

Jei (k < N —n) arba (k = N), tai s;, = 0, prieSingu atveju Sin = gik—N+n+1;
i=1,n-1.

Laisvujy nariy perskaiciavimas

n-—1
d=2- (w'yk + ZyN+i -Ci)/“-

i=1

Yk =Yk —d-w; YN+i =YN+i—d-c, i=1n-1

ApraSytais veiksmais perskai¢iuojame pirmasias N +1 lygtis. Dabar perskaiCiuosime
(n — 1) x (n — 1) formato matrica s, kuri susiformavo po aprayty N + 1 Zingsniu.
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k-asis ( k = 1,n — 2) Zingsnis

n—1
= 2. - 2 .
sum = Siky U =/Si +sum;

i=k+1
w = Skk + sign(skk) - v;  Skk = —sign(skk) - v; u = sum+ w?.

Visiems j nuo k + 1 iki n — 1 skaiCiuosime:

n—1
sum =w- Sg; + E Sik - Sij;  d=2-sum/uy;
i=k+1
Skj=Skj—d-w; Sij=s8i;—d-s;k; i=k+1ln-1

Laisvyjy nariy perskai¢iavimas

n—1

sum = w- Yn+k + Z YN+i - Sik;  d=2-sum/uy;
i=k+1

YN+k =YN+k — @ - W; YN+i =YN+i—d-Sik; 1=k+1,n—1

Atvirkstinis etapas

n—-1
b; = <yi - Z Si—N,j 'bN+j>/3i—N,i—Na i=N+n-1,N+1,

_1=‘I—N+l
n n
b = (yi =Y ay b - ) py 'bj+N—1) /ai1, i=N,0,
=2 j =l
Cia
L jeii <N —n,
" li— N+n+1, pratveju, visiemsi = N, 0.

4. Aproksimavimo eksperimentinis tyrimas

Buvo sudaryta apraSyto metodo paskaliné procediira ir atlikta funkciju y = sinz, y =
cosz,y = 2(1 + cosp), z = 2(t — sint) aproksimacija.
Paaiskejo, kad:
1) lyginés eilés periodiniai splainai, kai interpoliavimo mazgai nusakomi pastovaus
Zingsnio tinkleliu, neegzistuoja, '
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1 lentelé
Funkcijos y = cos z aproksimavimas splainais

Splaino eilé
3 7 11 15

0,0000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
0,7854 0,707107 0,687500 0,706888 0,707104 0,707107
1,5708  —0,000000 —0,000000 —0,000000 —0,000000 —0,000000
23562 —0,707107 —0,687500 —0,706888 —0,707104 —0,707107
3,1416  —1,000000 -1,000000 —1,000000 —1,000000 —1,000000
3,9270 —0,707107 —0,687500 —0,706888 —0,707104 —0,707107
4,7124 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
5,4978 0,707107 0,687500 0,706888 0,707104 0,707107
6,2832 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000

z Yy

2) aproksimavimo tikslumas geréja arba didinant interpoliavimo mazgy skaiCiu, arba
didinant splaino eile,
3) prie to paties interpoliavimo mazgy skaitiaus splaino eilés padidinimas skaifiumi
2 aproksimavimo tiksluma apytiksliai padidina dviem eilém.
1 lenteléje pateikta y = cos z aproksimacija, kai interpoliavimo mazgus apibréZia
pastovaus Zingsnio h (h = 7/2) tinklelis, prie ivairiy n reik$miu.
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Interpolation of periodical functions by splines
D. Plukien¢, K. Plukas

Interpolating periodical splines estimation methods are considered in this paper. Periodical spli-
ne universal implementation method is presented.



